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Введение

Актуальность темы исследования

В настоящее время в космической отрасли отчётливо видна тенденция к

миниатюризации космических аппаратов (КА). В течение последних десяти лет

ежегодное количество запущенных КА массой до тонны стремительно растёт

и уже исчисляется тысячами околоземных и межпланетных платформ [1]. В

первую очередь данное явление связано с развитием в области производства

компонентов КА, что привело к улучшению массогабаритных характеристик

научной аппаратуры, блоков управления и других элементов КА. Во-вторых,

малые космические аппараты (МКА) обладают преимуществами по сравнению

с крупными платформами, к которым можно отнести дешевизну производства

и возможность серийного выпуска. Также малая масса и размеры МКА дела-

ют возможным сценарий попутного запуска, когда МКА устанавливается на

ракету-носитель вместе с основной нагрузкой. Помимо этого, появление МКА

снижает порог входа в космическую отрасль для частных компаний, а также

для институтских и школьных конструкторских бюро.

Однако массогабаритные ограничения, накладываемые на конструкцию

МКА, приводят к неэффективности, а иногда и невозможности установки на

них жидкостных реактивных двигателей (ЖРД), которые классически исполь-

зуются на крупных КА в качестве маршевых двигательных установок (ДУ).

Вместо них ДУ для МКА конструируются на базе высокоэффективных двига-

телей малой тяги[2, 3, 4, 5]. По сравнению с ДУ на базе ЖРД они имеют на

порядок большие значения удельного импульса (тысячи секунд по сравнению

с сотнями секунд), что приводит к снижению массы и объёма необходимого
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запаса рабочего тела. К тому же, по ресурсу работы двигатели малой тяги зна-

чительно превосходят ЖРД. Двигатели малой тяги могут работать непрерывно

в течение длительного времени (от десятков суток вплоть до года) и поддер-

живают до тысяч включений, в то время как суммарный ресурс работы ЖРД

исчисляется десятками минут, а число включений обычно не превышает десяти.

Несмотря на вышеописанные преимущества, двигатели малой тяги обла-

дают важной особенностью. Значение максимально возможной тяги таких дви-

гателей составляет от 0.001 до 100 мН, что значительно меньше характерных

значений силы гравитационного притяжения Земли (для КА массой 100 кг на

низкой околоземной орбите сила тяжести составляет около 1 кН). Поэтому,

чтобы значительно изменить орбиту КА с помощью двигателей малой тяги,

двигатель должен работать в течение десятков, а иногда и сотен суток, причём

траектория КА будет иметь спиральный вид. Такие траектории называются

многовитковыми, и их проектирование и исследование являются актуальными

и важными задачами в современной динамике космического полёта.

Построение многовитковой траектории является частью проектирования

миссии МКА в околоземном пространстве, если в её рамках планируется значи-

тельно изменять орбиту спутника средствами собственной маршевой ДУ. Такая

необходимость часто возникает при попутном запуске МКА, так как разгонный

блок после доставки основной нагрузки на целевую орбиту не всегда облада-

ет достаточным количеством топлива и ресурсом включений, чтобы вывести

МКА на его рабочую орбиту. Это особенно актуально в задаче развёртывания

многоспутниковых систем, когда ракета-носитель за один запуск выводит десят-

ки МКА на промежуточную орбиту, а затем каждый спутник самостоятельно

довыводится на персональную рабочую орбиту для формирования требуемой

структуры группировки. Помимо околоземных миссий, построение многовит-

ковой траектории МКА необходимо при проектировании межпланетных пере-

лётов, а именно на этапах раскрутки у Земли и скрутки у целевого небесного

тела. Также стоит отметить, что задача построения многовитковых траекторий

возникает не только при проектировании миссий малых КА, но и КА большей
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массы, если характерные значения реактивного ускорения на несколько поряд-

ков меньше, чем ускорение за счёт гравитационного притяжения небесного тела,

около которого происходит движение.

Проработанность и современное состояние исследований по теме

Многовитковая траектория является результатом орбитального движения

КА в поле притяжения небесного тела под действием реактивного ускорения,

малого по сравнению с ускорением за счёт гравитации. Первые результаты ис-

следования динамики КА в такой постановке были получены аналитически для

частных случаев управления и рассматриваемых орбит. Чаще всего для полу-

чения аналитических зависимостей реактивное ускорение считается постоян-

ным по направлению и/или величине, а орбиты, по которым движется спутник,

считаются круговыми или околокруговыми [6, 7, 8, 9, 10, 11]. Хотя подавляю-

щее число аналитических результатов было получено на заре космической эры

[6, 7, 8, 9], работы в этом направлении ведутся и сейчас [10, 11]. В настоящее

время аналитические выражения для динамики КА на многовитковых траек-

ториях используются для предварительного баллистического анализа миссии.

На практике реактивное ускорение может менять своё направление и ве-

личину, а орбиты обладают ненулевым эксцентриситетом, что усложняет ана-

лиз орбитального движения КА. При этом одной из основных задач балли-

стического анализа является построение траектории, оптимальной в некотором

смысле. Критериями оптимальности могут выступать количество затраченного

рабочего тела, время перелёта или другие характеристики траектории. Поэтому

для построения траекторий движения КА используются численные методы оп-

тимизации, которые условно можно разделить на две группы [12, 13]. К первой

группе относятся вариационные (или непрямые) методы, которые основаны на

выведении необходимых условий оптимальности, например, из принципа мак-

симума Понтрягина [14]. Для того чтобы траектория удовлетворяла ограниче-

ниям, задача оптимизации сводится к краевой задаче [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21].

Вторая группа – это параметрические (или прямые) методы оптимизации, ос-
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новной принцип которых заключается в параметризации управления конечным

набором скалярных параметров и поиске таких их значений, которые достав-

ляют минимум целевой функции и удовлетворяют ограничениям на траекто-

рию [22, 23]. Таким образом, задача оптимизации сводится параметрическими

методами к задаче нелинейного программирования. Параметризация управле-

ния может проводиться различными способами в зависимости от специфики и

сложности решаемых задач [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32].

Также при построении траекторий КА часто используется управление на

основе функции Ляпунова [33, 34, 35]. В оригинальной постановке оно не яв-

ляется оптимальным, однако гарантирует асимптотическую сходимость к целе-

вому положению КА и не требует большого количества вычислений. При этом

существуют работы по оптимизации управления на основе функции Ляпунова,

основанные на подборе элементов весовой матрицы коэффициентов [36, 37].

Несмотря на разнообразие методов, проектирование многовитковых тра-

екторий КА с малой тягой связано с различными сложностями. Во-первых, для

управлений нетривиального вида отсутствует простая интерпретируемая связь

между свойствами управления и итоговой траекторией перелёта, что связано со

сложностью и нелинейностью орбитальной динамики. Во-вторых, большое вре-

мя перелёта, связанное с малостью реактивного ускорения, приводит к большим

вычислительным затратам при построении траекторий. В-третьих, задачи оп-

тимизации многовитковых траекторий являются многоэкстремальными и обла-

дают высокой чувствительностью к начальному приближению, которое, к тому

же, сложно получить. Все эти трудности усугубляются необходимостью мно-

жественного построения траекторий на этапе баллистического анализа миссии,

когда приходится варьировать различные внешние параметры, такие как дата

старта, характеристики КА и его двигателя, критерий оптимальности, ограни-

чения на траекторию и др.

Для борьбы с вышеописанными трудностями были разработаны и продол-

жают разрабатываться различные подходы. Снизить вычислительные затраты

и время интегрирования отдельной многовитковой траектории можно, численно
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или аналитически усредняя уравнения движения на одном орбитальном витке

[38, 39, 40]. Начальное приближение зачастую ищется в упрощённых моделях

или учитывает особенности задачи. Для упрощения задачи построения опти-

мальной траектории используются дифференциальные или дискретные методы

продолжения [41, 42].

Таким образом, анализ литературы позволяет сделать вывод, что в на-

стоящее время проводится много исследований, связанных с проектированием

многовитковых траекторий КА с малой тягой, а значит, тематика настоящей

диссертационной работы является актуальной и востребованной.

Цели и задачи диссертационной работы

Целью настоящей работы является создание методов проектирования мно-

говитковых траекторий перелёта космического аппарата с малой тягой. Для

достижения поставленной цели в работе решаются следующие задачи:

• разработка и анализ модели усреднённого орбитального движения КА с

малой тягой.

• разработка методики поиска квазиоптимального управления при межор-

битальных перелётах с малой тягой в модели усреднённой динамики.

• применение разработанной методики к задаче баллистического анализа

миссии по исследованию магнитосферы Земли.

Методология и методы диссертационного исследования

В работе используются методы небесной механики, теорий возмущений

и оптимального управления, а также вычислительной математики. Математи-

ческая постановка основана на уравнениях орбитального движения в возму-

щённой задаче двух тел в терминах оскуллирующих элементов эллиптической

орбиты. Основу методики составляет метод усреднения из теории возмущений.

Задачи поиска оптимального управления с помощью параметризации сводятся
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к задачам нелинейного программирования, которые решаются градиентными

методами оптимизации.

Положения, выносимые на защиту:

1. Разработана модель усреднённого орбитального движения космического

аппарата с двигателем малой тяги. В рамках модели учтены возмуща-

ющее ускорение за счёт полярного сжатия Земли и прерывание работы

электрореактивного двигателя в тени. С помощью численного моделиро-

вания показано, что траектории космических аппаратов, построенные в

рамках модели усреднённого движения, аппроксимируют траектории в

исходной задаче с высокой точностью на необходимых для практических

задач промежутках времени. Получены приближённые решения в квад-

ратурах и элементарных функциях для эволюции почти круговой орбиты

под действием периодического возмущающего ускорения.

2. Разработана методика поиска квазиоптимального управления при много-

витковом межорбитальном перелёте с малой тягой. В рамках методики

предложены методы решения задачи минимизации затрат рабочего тела

при межорбитальном перелёте с двигателем идеально регулируемой тяги и

задачи быстродействия при межорбитальном перелёте с двигателем огра-

ниченной тяги в классе периодических функций реактивного ускорения

и реактивной тяги. Предложен подход к учёту слабой непериодичности

управления с помощью введения изменяющихся во времени параметров,

определяющих периодическое управление.

3. С помощью разработанных методик проведён баллистический анализ пер-

спективной миссии МКА по исследованию магнитосферы Земли с точки

зрения возможности вывода единичного МКА с геопереходной орбиты на

рабочую орбиту силами собственной ДУ на базе ЭРД. Сделаны оценки

количества рабочего тела и ресурса работы ДУ, построены траектории

перелёта на рабочую орбиту и обеспечивающие их законы управления.

Сделаны выводы о реализуемости миссии.
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Научная новизна

В работе предложена новая модель управляемого орбитального движе-

ния в возмущённой задаче двух тел, основанная на уравнениях усреднённого

движения и аппроксимации возмущающего ускорения. Получены новые при-

ближённые аналитические решения возмущённой задачи двух тел. На основе

приближённой модели разработана новая методика проектирования многовит-

ковых траекторий.

Теоретическая и практическая значимость работы

В работе сделан вклад в изучение управляемого движения в рамках усред-

нённых моделей. Обнаружены связи между спектральными свойствами возму-

щающего ускорения и эволюцией мгновенной орбиты. Предложенные в работе

методики могут быть использованы при баллистическом анализе перспектив-

ных миссий в околоземном пространстве. Многовитковые траектории, получа-

емые с помощью методов, представленных в работе, могут быть использованы

в будущих миссиях малых космических аппаратов.

Достоверность результатов

Достоверность полученных в диссертации результатов обеспечивается тем,

что разработанная методика основана на классических методах теоретической

механики и теории возмущений. При реализации методики использовались ши-

роко известные и проверенные программные комплексы и пакеты. Проведена

валидация предложенной методики на модельных задачах. Результаты, полу-

ченные в диссертации, соотносятся с результатами, получаемыми другими ме-

тодами построения многовитковых траекторий КА с малой тягой.
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Апробация работы

Результаты работы были представлены на следующих всероссийских и

международных конференциях:

• 74-й Международный астронавтический конгресс (г. Баку, 2023).

• Академические чтения по космонавтике, посвященные памяти академика

С. П. Королёва и других выдающихся отечественных ученых — пионеров

освоения космического пространства(г. Москва, 2023, 2024, 2025).

• Всероссийская конференция «Проблемы и перспективы космических мис-

сий с ЭРДУ» (г. Махачкала, 2022).

• Международная научная конференция по механике «Десятые Поляхов-

ские чтения» (г. Санкт-Петербург, 2024).

• 58-е Научные чтения, посвященные разработке научного наследия и раз-

витию идей К.Э. Циолковского (г. Калуга, 2023)

• 3-я Российская молодёжная научная конференция «Новые горизонты при-

кладной математики» (г. Москва, 2026)

• 64-я Всероссийская научная конференция МФТИ (г. Москва, 2021)

Результаты работы обсуждались на следующих научных семинарах:

• семинар «Динамика космических систем» отдела №7 в ИПМ им. М.В.

Келдыша РАН (под руководством М.Ю. Овчинникова),

• семинар «Динамические системы и механика» в МАИ (НИУ) (под руко-

водством Б.С. Бардина),

• семинар по теории управления и динамике систем в ИПМех РАН (под

руководством Ф.Л. Черноусько),

• семинар «Динамические системы и механика» в ИКИ РАН (под руковод-

ством Н.А. Эйсмонта),

• семинар Баллистического центра ИПМ им. М.В. Келдыша РАН (под ру-

ководством А.Г. Тучина),

• семинар отдела №5 в ИПМ им. М.В. Келдыша РАН (под руководством

Ю.Ф. Голубева).
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2025, 3(50), С. 72-88. EDN OMJBPW

Личный вклад соискателя и соответствие паспорту специальности

Содержание диссертационной работы и основные положения, выносимые

на защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные работы.

Постановки задач были сформулированы научным руководителем Овчиннико-

вым М.Ю., результаты исследований обсуждались с соавторами. Во всех рабо-

тах в соавторстве части, связанные с диссертационной работой, были выполне-

ны соискателем лично.

Диссертационная работа соответствует паспорту специальности (ПС) 1.1.7

«Теоретическая механика, динамика машин» по ряду направлений. При анали-

зе уравнений движения КА используются методы аналитической механики (на-

правление 1 ПС) и динамики космических аппаратов (направление 10 ПС). Для

верификации моделей движения проводилось математическое и компьютерное

моделирование динамики (направление 14 ПС) движения КА с двигателем ма-

лой тяги. Работа имеет выраженный фундаментальный характер и поэтому

относится к физико-математической отрасли наук.

Объём и структура диссертации

Объём диссертационной работы составляет 102 страницы. Работа вклю-

чает в себя 37 рисунков и 8 таблиц. Список литературы содержит 68 наимено-

ваний.

Диссертационная работа имеет следующую структуру. Она состоит из вве-

дения, трёх глав, заключения, списка использованной литературы и одного при-

ложения. Во введении проводится обзор существующих подходов к построению

многовитковых траекторий КА с малой тягой, сформулированы цели и задачи

работы, обоснована актуальность и практическая значимость.

13



Первая глава посвящена разработке и анализу модели усреднённого

управляемого орбитального движения КА в окрестности небесного тела. Вы-

двигается предположение об управляющем реактивном ускорении, позволяю-

щее записать уравнения усреднённой системы в компактном виде, обладающем

практически важными свойствами. Обнаружены новые свойства динамики за-

дачи двух тел, возмущённой периодическим реактивным ускорением. Предло-

жены подходы к учёту внешних возмущений и факторов, влияющих на управ-

ляемое орбитальное движение. Получены решения в квадратурах и конечных

формулах для случаев малых эксцентриситетов.

Во второй главе предложена методика оптимизации многовитковых тра-

екторий КА с малой тягой на основе усреднённой модели движения. За счёт пе-

рехода к усреднённой модели и аппроксимации управляющего ускорения/тяги

задачи поиска межорбитального перелёта, оптимального по затратам рабочего

тела или времени, сводятся к задачам нелинейного программирования неболь-

шой размерности. Предложенные методики проходят валидацию на двух мо-

дельных задачах.

В третьей главе применение разработанной методики демонстрируется в

задаче баллистического анализа перспективной миссии по исследованию маг-

нитосферы Земли на базе МКА. Оцениваются время и затраты рабочего тела,

необходимые на вывод МКА на высокоэллиптическую полярную орбиту. Даёт-

ся заключение о реализуемости миссии на базе предлагаемой малогабаритной

платформы с точки зрения баллистического анализа. В заключении приводятся

основные результаты диссертационной работы.
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Глава 1. Модель усреднённого орбитального дви-

жения космического аппарата с малой тягой

1. Модель движения

В работе исследуется орбитальное движение в окрестности небесного тела

(Земли, Луны или другой планеты Солнечной системы) космического аппарата,

оснащённого двигателем малой тяги. Тяга считается малой, если характерная

величина реактивного ускорения мала по сравнению с ускорением КА за счёт

притяжения небесного тела. В таком случае удобно рассматривать динамику

КА в рамках задачи двух тел, возмущённой реактивным ускорением (учёт раз-

личных внешних возмущений будет рассмотрен далее в главе 1). Уравнения

движения запишем в виде уравнений Гаусса [43] в терминах модифицированных

равноденственных элементов[44] p, ex, ey, ix, iy и эксцентрической долготы F :

dp

dt
=

2

σ

√︄
p3

µ
· ac, (1)

dex
dt

=

√︃
p

µ

{︃
sinL(F ) · ar − ey

ix sinL(F )− iy cosL(F )

σ
· an+ (2)

+

(︃
cosL(F ) +

ex + cosL(F )

σ

)︃
· ac
}︃
,
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dey
dt

=

√︃
p

µ

{︃
− cosL(F ) · ar + ex

ix sinL(F )− iy cosL(F )

σ
· an+ (3)

+

(︃
sinL(F ) +

ey + sinL(F )

σ

)︃
· ac
}︃
,

dix
dt

=

√︃
p

µ

1 + i2x + i2y
2σ

cosL(F ) · an, (4)

diy
dt

=

√︃
p

µ

1 + i2x + i2y
2σ

sinL(F ) · an, (5)

dF

dt
=

σ

1− e2x − e2y

⎧⎨⎩
√︄

µ
(︁
1− e2x − e2y

)︁3
p3

+ sinF
dex
dt

− cosF
dey
dt

+

+2

√︃
p

µ

√︂
1− e2x − e2y

σ
· ar +

√︃
p

µ

iy cosL(F )− ix sinL(F )

σ
· an

+

√︃
p

µ

(σ + 1) (ey cosL(F )− ex sinL(F )) b

σ
· ac
}︃
, (6)

где

sinL(F ) =
(1− e2xb) sinF + exeyb cosF − ey

1− ex cosF − ey sinF
,

cosL(F ) =
(1− e2yb) cosF + exeyb sinF − ex

1− ex cosF − ey sinF
,

b =
1

1 +
√︂
1− e2x − e2y

,

σ =
1− e2x − e2y

1− ex cosF − ey sinF
.

Реактивное ускорение определяется тремя независимыми компонентами

ar, ac, an в орбитальной системе координат (Рис. 1):

a = ar
r

|r|
+ ac

w × r

|w × r|
+ an

w

|w|
,

где r и v – радиус-вектор и вектор скорости КА соответственно, а w = r× v.
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Рис. 1. Орбитальная система координат.

Модифицированные равноденственные элементы являются аналогом

классических кеплеровых элементов орбиты [7]: большой полуоси a, эксцентри-

ситета e, наклонения i, долготы восходящего узла Ω и аргумента перицентра

ω, и связаны с ними формулами

p = a(1− e2),

ex = e cos (ω + Ω),

ey = e sin (ω + Ω),

ix = tan
i

2
cosΩ,

iy = tan
i

2
sinΩ.

Эксцентрическая долгота F связана с эксцентрической аномалией следующим

образом: F = E + ω + Ω, где E – эксцентрическая аномалия. Преимущество

модифицированных равноденственных элементов по сравнению с кеплеровыми

элементами орбиты заключается в том, что они не вырождаются для случа-

ев круговых и экваториальных орбит, т.е. при e = 0 и i = 0. Единственным

исключением являются ретроградные экваториальные орбиты (i = π), тогда

вырождаются элементы ix и iy. Однако существуют подходы к решению этой

проблемы, например, добавление ретроградного фактора [45]. Далее, для крат-

кости, будем называть переменные p, ex, ey, ix, iy элементами мгновенной ор-

биты КА или орбитальными элементами.
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2. Метод усреднения

Для компактности перепишем уравнения (1)–(6) в виде

dx

dt
= A(x, F )a, (7)

dF

dt
=

√︂
(1− e2x − e2y)

3µ√︁
p3(1− ex cosF − ey sinF )

+ bT(x, F )a, (8)

где x = (p, ex, ey, ix, iy)
T. В таком виде уравнения движения позволяют исполь-

зовать условие малости тяги ε = axap/aµ = axapp
2/(1−e2x−e2y)

2/µ ≪ 1, где aхар –

характерная величина реактивного ускорения, aµ = µ/a2 – величина ускорения

за счёт притяжения Земли как точечной массы, для разделения переменных на

медленную x и быструю F , так как

dx

dt
∼ ε

√︃
p

µ
,

dF

dt
∼ (1 + ε)

√︃
p

µ
.

Данное свойство позволяет воспользоваться теорией возмущений, а именно ме-

тодом усреднения [39]. Рассмотрим усреднённую систему

dx

dt
= lim

T→∞

1

T

∫︂ T

0

A
(︂
x, F̃ (x, t)

)︂
a dt, (9)

где x =
[︁
p, ex, ey, ix, iy

]︁
– вектор усреднённых орбитальных элементов, а F̃ (x, t)

есть решение уравнения

dF̃

dt
=

√︂
(1− e2x − e2y)

3µ√︁
p3(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ )

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
x=const

. (10)

Согласно теории метода усреднения [39], при условии существования предела

в (9), решение усреднённой системы (9) аппроксимирует решение исходной си-

стемы (7) с точностью порядка ε на интервалах времени порядка 1/ε. Таким
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образом, рассматривая вместо системы (7)–(8) усреднённую систему (9), мож-

но исследовать приближённую динамику элементов мгновенной орбиты КА на

больших интервалах времени при условии малости реактивного ускорения.

До этого момента не уточнялось, как вектор реактивного ускорения a

зависит от времени, орбитальных элементов и угловой переменной. Однако

не любое реактивное ускорение гарантирует существование предела в (9). В

данной работе предлагается рассматривать множество реактивных ускорений,

близких к периодическим по угловой переменной. Как уже говорилось, реактив-

ное ускорение считается малым по сравнению с ускорением, действующим на

КА за счёт притяжения небесного тела. Поэтому в течение одного витка мгно-

венной орбиты значения орбитальных элементов меняются незначительно, что

подтверждается фактом разделения переменных на медленную и быструю. Та-

ким образом, для значительного изменения параметров орбиты КА необходимо

длительное воздействие реактивного ускорения; при этом воздействие должно

быть схожим на соседних витках траектории, что говорит о нём как о близком к

периодическому. О естественности данного предположения говорит также и то,

что множество управлений, полученных при проектировании многовитковых

перелётов с малой тягой, демонстрируют почти периодическую структуру. В

качестве приближения предлагается рассмотреть реактивное ускорение, строго

периодическое по эксцентрической долготе F и представимое в виде тригоно-

метрического ряда

a = a(F ) = α0 +
+∞∑︂
k=1

(αk cos kF + βk sin kF ) . (11)

Покажем, что в случае, когда реактивное ускорение определяется выра-

жением (11), существует предел (9). Заметим, что подынтегральное выражение

в (9) в таком случае явно не зависит от времени t. Учитывая, что в силу урав-

нения (10) переменная F̃ является монотонно возрастающей функцией времени
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t, перейдём в (9) от интегрирования по t к интегрированию по F̃ :

dx

dt
= lim

T (∆F̃ )→∞

1

T (∆F̃ )

∫︂ F̃0+∆F̃

F̃0

A
(︂
x, F̃

)︂
a(F̃ )

(︄
dF̃

dt

)︄−1

dF̃. (12)

Теперь обратим внимание на то, что в силу (1)–(5), (10) и (11) подынтегральная

функция является периодической по F̃ с периодом 2π. То же можно сказать и

о подынтегральной функции в выражении

T (∆F̃ ) =

∫︂ F̃0+∆F̃

F̃0

(︄
dF̃

dt

)︄−1

dF̃.

Значит, представив ∆F̃ в виде 2πk+φ, где k – целое число и φ ∈ [0, 2π), можно

переписать выражение (12) в виде

dx

dt
=

= lim
T (∆F̃ )→∞

k
∫︁ F̃0+2π

F̃0
A
(︂
x, F̃

)︂
a(F̃ )

(︂
dF̃
dt

)︂−1

dF̃ +
∫︁ F̃0+φ

F̃0
A
(︂
x, F̃

)︂
a(F̃ )

(︂
dF̃
dt

)︂−1

dF̃

k
∫︁ F̃0+2π

F̃0

(︂
dF̃
dt

)︂−1

dF̃ +
∫︁ F̃0+φ

F̃0

(︂
dF̃
dt

)︂−1

dF̃
.

Из-за монотонности F̃ по t верно k
T→∞−−−→ ∞. Учитывая, что интегралы от F̃0

до F̃0 + φ ограничены из-за ограниченности φ, уравнение можно переписать в

виде

dx

dt
=

∫︁ 2π

0 A
(︂
x, F̃

)︂
a(F̃ )

(︂
dF̃
dt

)︂−1

dF̃∫︁ 2π

0

(︂
dF̃
dt

)︂−1

dF̃
. (13)

Итак, показано, что в рамках предположения о реактивном ускорении (11)

усреднённая система определяется уравнением (13). Преобразуем его правую
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часть, подставив в неё (10):

∫︁ 2π

0 A
(︂
x, F̃

)︂
a(F̃ )

(︂
dF̃
dt

)︂−1

dF̃∫︁ 2π

0

(︂
dF̃
dt

)︂−1

dF̃
=

=

∫︁ 2π

0 A
(︂
x, F̃

)︂
a(F̃ )

√︁
p3(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ )/

√︂
(1− e2x − e2y)

3µ dF̃∫︁ 2π

0

√︁
p3(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ )/

√︂
(1− e2x − e2y)

3µ dF̃
=

=

∫︁ 2π

0 A
(︂
x, F̃

)︂
a(F̃ )

√︁
p3(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ )/

√︂
(1− e2x − e2y)

3µ dF̃

2π
√︂

p3/(1− e2x − e2y)
3/µ

=

=
1

2π

∫︂ 2π

0

A
(︂
x, F̃

)︂
a(F̃ )(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ ) dF̃.

Таким образом, уравнение (13) переписывается в виде

dx

dt
=

1

2π

∫︂ 2π

0

A
(︂
x, F̃

)︂
a(F̃ )(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ ) dF̃. (14)

Перейдём к рассмотрению подынтегрального выражения в (14). Оказывается,

что все элементы матрицы A
(︂
x, F̃

)︂
(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ ) являются линейны-

ми комбинациями sin kF̃ и cos kF̃ , причём k = 0, 1, 2. Поэтому, а также из-за

ортогональности системы тригонометрических функций {1, sinnF , cosnF}∞n=1

на отрезке [0, 2π], после взятия интеграла в (14) справа останутся только ко-

эффициенты α0,α1,α2,β1 и β2 тригонометрического ряда (11). Компоненты с

частотами k > 2 не будут присутствовать в правых частях усреднённой систе-

мы, а потому не будут влиять на динамику орбитальных элементов в модели

усреднённого движения. Таким образом, можно сказать, что в случае, когда

малое реактивное ускорение является периодическим на витке, на усреднённую

динамику мгновенной орбиты КА влияют только компоненты его разложения

в тригонометрический ряд по F , постоянные во времени (k = 0) или периоди-

ческие с частотами k = 1, 2.

Отметим, что данное свойство уравнений, записанных в терминах моди-

фицированных равноденственных элементов орбиты, обнаруживается только в
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случае, когда уравнения движения записаны в терминах эксцентрической дол-

готы F и она же выбрана в качестве угловой переменной, тригонометрическим

рядом по которой представляется вектор реактивного ускорения. При выборе

других углов, например, истинной долготы L = f +ω+Ω или средней долготы

λ = M + ω+Ω (f и M – истинная и средняя аномалии соответственно), таким

свойством система не обладает. Аналогичный результат был получен в [46], где

уравнения движения были записаны в терминах кеплеровых элементов орбиты.

Там «особенной» угловой переменной оказалась эксцентрическая аномалия E,

связанная с F соотношением F = E + ω + Ω. Таким образом, эксцентрические

угловые переменные можно назвать в некотором смысле регуляризующими, так

как при записи уравнений движения с их помощью из знаменателей пропадают

выражения вида 1 − e cos f , которые при больших значениях эксцентриситета

приводят к сильной нерегулярности правых частей.

Итак, в векторной форме усреднённая система имеет следующий вид:

dx

dt
= M(x)c. (15)

Вектор c = (αr
0, α

r
1, β

r
1, α

r
2, β

r
2, α

c
0, α

c
1, β

c
1, α

c
2, β

c
2, α

n
0 , α

n
1 , β

n
1 , α

n
2 , β

n
2 , )

T содержит

только те коэффициенты тригонометрического ряда (11), которые соответству-

ют частотам k = 0, 1, 2 (здесь нижние индексы отвечают значению частоты,

а верхние – компоненте реактивного ускорения). Уравнения для каждого из

орбитальных элементов выглядят следующим образом:

dp

dt
=

1

φ2

√︄
p3

µ

{︄
(2 + e2x + e2y)α

c
0 − 2exα

c
1 − 2eyβ

c
1 +

e2x − e2y
2

αc
2 + exeyβ

c
2

}︄
, (16)

dix
dt

=
1 + i

2
x + i

2
y

4

√︃
p

µ

{︄
− 3ex
2φ2

αn
0 +

e2x(2− φ2) + φe2y
e2φ2

αn
1 + ex ey

2− φ2 − φ

e2φ2
βn
1+

+ex
e2y − e2x − 2φ e2y

2e2φ2
αn
2 − ey

2 e2x − (e2x − e2y)φ

2e2φ2
βn
2

}︄
, (17)
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diy
dt

=
1 + i

2
x + i

2
y

4

√︃
p

µ

{︄
− 3ey
2φ2

αn
0 + ex ey

2− φ− φ2

e2φ2
αn
1 +

e2y(2− φ2) + e2xφ

e2φ2
βn
1−

−ey
e2x − e2y − 2e2xφ

2e2φ2
αn
2 − ex

2 e2y + (e2x − e2y)φ

2e2φ2
βn
2

}︄
, (18)

dex
dt

=

√︃
p

µ

{︄
−eyα

r
0 −

3ex
2

αc
0 + 3ey

eyix − exiy
2φ2

αn
0 + ex ey

1− φ

2e2
αr
1 +

φe2x + e2y
2e2

βr
1+

+
e2y(1 + φ2) + 2φe2x

2e2φ
αc
1 + ey

(exiy − eyix)(2 + φ)ex + φ(1 + φ)iy
2(1 + φ)φ2

αn
1−

−ex ey
(1− φ)2

2e2φ
βc
1 − ey

(eyix − exiy)(2 + φ)ey + φ(1 + φ)ix
2 (1 + φ)φ2

βn
1− (19)

− ex
(e2x − e2y)φ+ 2 e2y

4 e2φ
αc
2 − ey

(ex iy + ey ix) (1 + φ)− 2exey(exix + eyiy)

4 (1 + φ)φ2
αn
2−

−ey
2 e2xφ− e2x + e2y

4 e2φ
βc
2 + ey

φ(1 + φ)(ex ix − ey iy) + 2exey(eyix − exiy)

4 (1 + φ)φ2
βn
2

}︄
,

dey
dt

=

√︃
p

µ

{︄
exα

r
0 −

3 ey
2

αc
0 + 3ex

ex iy − ey ix
2φ2

αn
0 −

φe2y + e2x
2e2

αr
1 + ex ey

φ− 1

2e2
βr
1−

−ex ey
(1− φ)2

2e2φ
αc
1 − ex

(exiy − ey ix) (2 + φ) ex + φ(1 + φ)iy
2(1 + φ)φ2

αn
1+

+
2φe2y + (1 + φ2)e2x

2e2φ
βc
1 + ex

(eyix − exiy) (2 + φ) ey + φ(1 + φ)ix
2(1 + φ)φ2

βn
1+ (20)

+ ey
(ey

2 − e2x)φ+ 2 e2x
4 e2φ

αc
2 + ex

(ex iy + ey ix)(1 + φ)− 2exey(exix + eyiy)

4(1 + φ)φ2
αn
2−

−ex
2 e2yφ+ e2x − e2y

4 e2φ
βc
2 − ex

(ex ix − ey iy)φ(1 + φ) + 2exey(eyix − exiy)

4(1 + φ)φ2
βn
2

}︄
.

Здесь e =
√︂
e2x + e2y, φ =

√
1− e2.
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3. Учёт внешних возмущений и факторов

Помимо силы реактивной тяги, на орбитальное движение КА в окрестно-

сти небесного тела влияют и другие силы и факторы. На рисунке 2 представ-

лены результаты сравнения характерных величин ускорения КА за счёт сил,

действующих на околоземных орбитах различной высоты. Как можно видеть,

Рис. 2. Характерные величины возмущающих ускорений на круговых
околоземных орбитах. Ускорения за счёт притяжения Луны и Солнца указаны

в диапазонах, так как отличаются по величине в зависимости от того,
находится КА между Землёй и третьим телом (тогда ускорение больше) или

же за Землёй (тогда ускорение меньше).

при движении по низким орбитам к главным внешним силам можно отнести

несферичность Земли. В то же время на высоких орбитах большее влияние

оказывают силы притяжения Луны и Солнца. Все эти силы на соответствую-

щих высотах близки по порядку или даже превышают характерные значения

силы реактивной тяги, поэтому их необходимо учитывать в усреднённой модели

движения.

Помимо естественных возмущающих ускорений, есть и другие факторы,

влияющие на движение КА в околоземном пространстве. При использовании

24



электрореактивных двигательных установок (ЭРДУ) требуется высокая мощ-

ность, которая генерируется солнечными панелями. Поэтому, когда аппарат на-

ходится в тени Земли, использование ЭРДУ невозможно. Это накладывает на

реактивную тягу ограничения, зависящие от параметров орбиты и положения

Солнца в данный момент времени. При этом, независимо от высоты орбиты,

разница в итоговом реактивном ускорении между моделированием с учётом

выключения ЭРДУ в тени и моделированием без учёта этого фактора будет

сравнима с величиной самого реактивного ускорения от двигателей.

Описанные в начале главы свойства усреднённой динамики распространя-

ются не только на реактивное ускорение, но и на все возмущающие ускорения,

которые можно с высокой точностью аппроксимировать тригонометрическими

рядами. Таким образом, чтобы учесть возмущающее ускорение, действующее

на КА, нужно вычислить соответствующие коэффициенты разложения его в

ряд Фурье и подставить их в уравнение (15). В диссертации предложен метод

учёта в модели усреднённого движения возмущающего ускорения за счёт по-

лярного сжатия (второй зональной гармоники геопотенциала) Земли, а также

факта выключения ДУ в тени.

3.1. Полярное сжатие Земли

Ускорение, действующее на КА за счёт полярного сжатия Земли, может

быть записано в орбитальной системе координат [47] и имеет вид

aJ2(x, F ) = − 3µJ2R
2
E(︁

1 + i2x + i2y
)︁2

r4

⎛⎜⎜⎝
1
2

(︁
1 + i2x + i2y

)︁2 − 6 (ix cosL− iy sinL)
2

2
(︁
i2x − i2y

)︁
sin 2L− 4ixiy cos 2L

2
(︁
1− i2x − i2y

)︁
(ix sinL− iy cosL)

⎞⎟⎟⎠ , (21)

где RE = 6378 км – средний экваториальный радиус Земли, J2 = 1.08263 ·10−3,

r = p/σ – длина мгновенного радиус-вектора положения КА, проведённого из

центра масс Земли, σ = (1−e2x−e2y)/(1−ex cosF−ey sinF ). Запишем уравнения
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движения с учётом этого возмущающего ускорения:

dx

dt
= A(x, F )(a(F ) + aJ2(x, F )),

dF

dt
=

√︂
(1− e2x − e2y)

3µ√︁
p3(1− ex cosF − ey sinF )

+ bT(x, F )(a(F ) + aJ2(x, F )).

Так как это внешнее возмущающее ускорение является периодическим по экс-

центрической долготе F , переход к усреднённой системе не отличается от слу-

чая только реактивного ускорения, и после вычисления предела система будет

иметь вид

dx

dt
=

1

2π

∫︂ 2π

0

A
(︂
x, F̃

)︂
(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ )(a(F̃ ) + aJ2(x, F̃ )) dF̃. (22)

Исходя из свойств матрицы A
(︂
x, F̃

)︂
(1 − ex cos F̃ − ey sin F̃ ), описанных ра-

нее, после взятия интеграла в правой части (22) возмущение за счёт второй

зональной гармоники будет представлено конечным набором коэффициентов

разложения вектора aJ2(x, F ) в ряд Фурье по F . Поэтому для его учёта в усред-

нённой модели достаточно вычислить эти коэффициенты как функции x, после

чего составить из них вектор cJ2(x) и прибавить его к вектору c в правой ча-

сти усреднённой системы уравнений (15). Итоговая усреднённая система будет

иметь вид
dx

dt
= M(x) (c+ cJ2(x)) . (23)

Коэффициенты ряда Фурье вычисляются аналитически и представлены в При-

ложении 1.

3.2. Выключение двигателя в тени Земли

Перейдём к рассмотрению случая, когда КА оборудован ЭРДУ, которая

не может работать в тени Земли. В модели цилиндрической тени [48] учёт этого

факта в уравнениях движения заключается в умножении вектора реактивного
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ускорения на величину

σ(x, F, t) =

⎧⎨⎩1, ρ(x, F, νС) > 0

0, ρ(x, F, νС) ≤ 0
,

где функция

ρ(x, F, νS) =
(︁
(1 + i2x − i2y) cosL+ 2ixiy sinL

)︁
cos νС+

+
(︁
(1− i2x + i2y) sinL+ 2ixiy cosL

)︁
sin νС cos iС+

+ 2 (ix sinL− iy cosL) sin νС sin iС+

+ (1 + i2x + i2y)

√︄
1− R2

E

p2
(1 + ex cosL+ ey sinL)

2, (24)

iС – наклонение орбиты Земли вокруг Солнца, νС = ν0 + ωСt – истинная ано-

малия Земли на орбите вокруг Солнца (орбита Земли вокруг Солнца считается

круговой, ωС = 2π/Tгод – угловая скорость движения Земли вокруг Солнца).

Для начала представим выключение ЭРДУ в тени в виде вектора возмущаю-

щего ускорения

aт(x, F, νС) = (σ(x, F, νС)− 1)a,

который в тени равен −a, а на остальной части витка равен нулю. Как и в слу-

чаях внешних возмущающих ускорений, для его учёта сформируем вектор cт,

состоящий из 15 коэффициентов разложения aт в ряд Фурье, и включим его в

правую часть уравнений усреднённой системы (15). Для разложения этого век-

тора в ряд Фурье необходимо определить точки орбиты, в которых КА входит

и выходит из тени, которых может быть от нуля до двух. При известных па-

раметрах мгновенной орбиты и положении Солнца значения эксцентрической

долготы можно получить, численно решив уравнение

ρ (x, F, νС) = 0 (25)

относительно F .
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Существует большое количество методов решения нелинейных уравнений

[49, 50]. Так как поиск решений уравнения (25) происходит на каждом шаге

численного интегрирования уравнений движения, в работе предлагается ме-

тод, позволяющий найти решения с малыми вычислительными затратами. Для

начала преобразуем уравнение, перенеся в (25) последнее слагаемое из опреде-

ления (24) в правую часть и возведя обе части в квадрат:

(
(︁(︁
1 + i2x − i2y

)︁
cosL+ 2ixiy sinL

)︁
cos νС+

+
(︁(︁
1− i2x + i2y

)︁
sinL+ 2ixiy cosL

)︁
sin νС cos iС+

+ 2 (ix sinL− ix cosL) sin νС sin iС)
2 =

=
(︁
1 + i2x + i2y

)︁2(︃
1− R2

E

p2
(1 + ex cosL+ ey sinL)

2

)︃
. (26)

При этом появляются два дополнительных значения F , являющиеся ре-

шениями уравнения (26), но не решениями уравнения (25). Однако на этом

этапе предлагается не учитывать этот момент, а отбор решений провести поз-

же. Далее проведём тригонометрическую замену ξ = tgL
2 , sinL = 2ξ/

(︁
1 + ξ2

)︁
,

cosL =
(︁
1− ξ2

)︁
/
(︁
1 + ξ2

)︁
и умножим обе части на

(︁
1 + ξ2

)︁2, что преобразует

уравнение (26) в уравнение с полиномом четвёртой степени

c0 + c1ξ + c2ξ
2 + c3ξ

3 + c4ξ
4 = 0 (27)

с коэффициентами

c0 =
(︁(︁
i2x − i2y + 1

)︁
cos νС − 2iy sin iС sin νС + 2ixiy cos iС sin νС

)︁2
+

+

(︃
R2

E

p2
(ex + 1)2 − 1

)︃(︁
1 + i2x + i2y

)︁2
,
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c1 = 4
(︁
cos νС

(︁
i2x − i2y + 1

)︁
− 2iy sin iС sin νС + 2ixiy cos iС sin νС

)︁
·

·
(︁
2ixiy cos νС + 2ix sin iС sin νС + cos iС sin νС

(︁
−i2x + i2y + 1

)︁)︁
+

+ 4
R2

E

p2
ey (ex + 1)

(︁
1 + i2x + i2y

)︁2
,

c2 = 4
(︁
2ixiy cos νС + 2ix sin iС sin νС + cos iС sin νС

(︁
1− i2x + i2y

)︁)︁2
+

+

(︃
R2

E

p2
(︁
4e2y − 2 (ex − 1) (ex + 1)

)︁
− 2

)︃(︁
1 + i2x + i2y

)︁2−
− 2

(︁
cos νС

(︁
i2x − i2y + 1

)︁
− 2iy sin iС sin νС + 2ixiy cos iС sin νС

)︁2
,

c3 = −2
(︁
cos νС

(︁
i2x − i2y + 1

)︁
− 2iy sin iС sin νС + 2ixiy cos iС sin νС

)︁
·

· 2
(︁
2ixiy cos νС + 2ix sin iС sin νС + cos iС sin νС

(︁
−i2x + i2y + 1

)︁)︁
−

− 4
R2

E

p2
ey (ex − 1)

(︁
1 + i2x + i2y

)︁2
,

c4 =
(︁
cos νС

(︁
i2x − i2y + 1

)︁
− 2iy sin iС sin νС + 2ixiy cos iС sin νС

)︁2
+

+

(︃
R2

E

p2
(ex − 1)2 − 1

)︃(︁
1 + i2x + i2y

)︁2
.

Корни полиномиального уравнения степени n можно найти как корни сопро-

вождающей матрицы с вычислительной сложностью O
(︁
n2
)︁

[51]. По получен-

ным корням вычисляются соответствующие значения истинной долготы L, а

искомые значения эксцентрической долготы F находятся с помощью формулы

F = arctg
(︃
ey
ex

)︃
+ 2 arctg

(︄√︃
1− e

1 + e

)︄
tg
(︃
L− arctg (ey/ex)

2

)︃
.

После этого остаётся отобрать из них только значения, удовлетворяющие усло-

вию (25).

Независимо от метода решения уравнения (25) возможны два случая: ес-

ли решений нет (орбита КА не пересекает область тени) либо существует един-
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ственное решение (орбита КА касается области тени), то aт (x, F, νC) = 0 на

всём витке, а значит, все коэффициенты разложения aт (x, F, νC) в ряд Фурье

равны нулю, в том числе и компоненты искомого вектора c.

Если же уравнение ρ (x, F, νS) = 0 имеет два отличных действительных

решения Fin и Fout, то на части витка aт не равен нулю. В таком случае значения

интересующих нас коэффициентов вычисляются как

α0 =
1

2π

∫︂ 2π

0

ash(x, F, νS)dF = − 1

2π

∫︂ Fout

Fin

a(F )dF, (28)

αk =
1

π

∫︂ 2π

0

ash(x, F, νS) cos kFdF = −1

π

∫︂ Fout

Fin

a(F ) cos kFdF, k = 1, 2, (29)

βk =
1

π

∫︂ 2π

0

ash(x, F, νS) sin kFdF = −1

π

∫︂ Fout

Fin

a(F ) sin kFdF, k = 1, 2. (30)

Здесь Fin и Fout отвечают входу в тень и выходу из тени соответственно. Отме-

тим, что при вычислении Fin и Fout величина νС считается постоянной и не за-

висящей от F . Это упрощение справедливо в случаях, когда период мгновенной

орбиты КА гораздо меньше величины Tгод, что выполняется для большинства

околоземных движений, рассматриваемых на практике.

Интегралы в (28)–(30) можно брать численно для любых интегрируемых

функций реактивного ускорения. Однако в случае, если эта зависимость пред-

ставляется в виде конечной суммы тригонометрического ряда (11), содержащей

только компоненты с частотами k = 0, 1, 2, можно вычислить компоненты век-

тора csh аналитически через компоненты вектора c. В любом случае уравнения

усреднённой модели с учётом выключения ЭРДУ в тени принимают следующий

вид:
dx

dt
= M(x)(c+ cт(x, νС(t), c)).

4. Валидация модели усреднённой динамики

Для валидации модели усреднённой орбитальной динамики сравниваются

траектории КА, полученные в рамках усреднённой и неусреднённой моделей
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движения. Уравнения неусреднённой системы имеют вид

dx

dt
= A(x, F ) (aσ (x, F, t) + aJ2 (x, F )) ,

dF

dt
=

√︄(︃
1− e2x − e2y

p

)︃3 √
µ

1− ex cosF − ey sinF
+

+ bT (x, F ) (aσ (x, F, t) + aJ2 (x, F )) ,

в то время как модель усреднённого движения определяется системой

dx̄

dt
= M (x̄) [c+ cJ2 (x̄) + cт (x̄, νS (t) , c)] .

Сравнение проводится для двух различных начальных орбит, орбиталь-

ные элементы которых приведены в Таблице 1. Решения обеих систем урав-

Таблица 1. Кеплеровы элементы рассматриваемых орбит.

Орбита Солнечно-синхронная орбита Орбита «Молния»
(случай 1) (случай 2)

Большая полуось a0, км 7 190 26 878
Эксцентриситет e0 0.003 0.725
Наклонение i0, град. 98.7 63.4
ДВУ Ω0, град. 180.0 0.0
Арг. перицентра ω0, град. 0.0 270.0
Экс. долгота F0, град. 0.0 0.0

нений строятся с помощью численного решения соответствующих задач Коши

методом LSODA, реализованным в библиотеке SCIPY [52] со значениями абсо-

лютной и относительной точности, равными 10−10. Интегрирование проводится

на промежутке времени, равном одному году. Для полноты исследования ре-

шения строятся трижды:

• с учётом только полярного сжатия Земли (Рисунки 3 и 4),

• с учётом управления и выключения ДУ в тени (Рисунки 5 и 6),

• с учётом управления и всех возмущающих ускорений (Рисунки 7 и 8).
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На Рисунках 3–8 синяя сплошная линия обозначает решение неусреднён-

ной системы, красная пунктирная линия – решение усреднённой системы, чёр-

ная сплошная линия – разность решений. При моделировании реактивное уско-

рение задаётся вектором

a =

⎛⎜⎜⎝
0.1 cosF

0.01

0.1 sinF

⎞⎟⎟⎠мм/с2.

Норма вектора реактивного ускорения имеет порядок 0.1мм/с2, что лежит в

границах характерных величин реактивного ускорения для электрореактивных

двигателей. Все компоненты вектора выбраны ненулевыми для лучшей демон-

стративности полученных результатов.

Как можно видеть, разница между решениями усреднённой системы и

истинно средним движением даже через год эволюции составляет менее 1%

от характерных значений орбитальных элементов. Можно заметить, что эта

разница растёт со временем (наиболее это заметно для переменных ix и iy ССО

орбиты).
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Рис. 3. Результаты моделирования с учётом полярного сжатия (случай 1).

Рис. 4. Результаты моделирования с учётом полярного сжатия (случай 2).
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Рис. 5. Результаты моделирования с учётом выключения ДУ в тени (случай 1).

Рис. 6. Результаты моделирования с учётом выключения ДУ в тени (случай 2).
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Рис. 7. Результаты моделирования с учётом обоих факторов (случай 1).

Рис. 8. Результаты моделирования с учётом обоих факторов (случай 2).
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5. Поиск решений в явном виде в случае малых эксцентриситетов

Полученная усреднённая система была исследована на наличие решений

в явном виде для движения по околокруговым орбитам как практический важ-

ный случай в динамике орбитального движения спутников. Для этого правые

части были разложены в ряд Тейлора по величине e с точностью до O(e2)

(учтём, что ex = e cos (ω + Ω) и ey = e sin (ω + Ω)):

dp

dt
= p

√︃
p

µ
(2αc

0 − 2αc
1ex − 2βc

1ey) +O(e2), (31)

dex
dt

=

√︃
p

µ

(︃
αc
1 +

βr
1

2
−
(︃
3αc

0

2
+

αc
2

4

)︃
ex −

(︃
αr
0 +

βc
2

4
+

ixβ
n
1 − iyα

n
1

2

)︃
ey

)︃
+O(e2),

(32)
dey
dt

=

√︃
p

µ

(︃
βc
1 −

αr
1

2
+

(︃
αr
0 −

βc
2

4
+

ixβ
n
1 − iyα

n
1

2

)︃
ex −

(︃
3αc

0

2
− αc

2

4

)︃
ey

)︃
+O(e2),

(33)
dix
dt

=

√︃
p

µ

1 + i
2
x + i

2
y

8
(2αn

1 − (3αn
0 + αn

2)ex − βn
2 ey) +O(e2), (34)

diy
dt

=

√︃
p

µ

1 + i
2
x + i

2
y

8
(2βn

1 − βn
2 ex − (3αn

0 − αn
2)ey) +O(e2). (35)

Для дальнейших рассуждений перейдём к безразмерным единицам. За единицу

расстояния возьмём средний радиус небесного тела R, а за единицу времени –

период круговой орбиты радиуса R, делённый на 2π. В таком случае едини-

цей скорости будет скорость КА на такой круговой орбите, единицей ускорения

будет ускорение свободного падения на расстоянии R от центра тела, а грави-

тационный параметр небесного тела µ будет равен единице.

Зависимость ошибки |∆x| решения уравнений (16)–(18) от ошибки |∆dx
dt |

вычисления их правых частей может быть приближена следующим соотноше-

нием:

|∆x| ≈
⃓⃓⃓⃓
∆
dx

dt

⃓⃓⃓⃓
(t− t0),

где t0 – начальный момент времени. Таким образом, если необходимо опреде-

лить значения модифицированных равноденственных элементов с точностью
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|∆x| ≈ 10−3, что обычно является достаточной точностью при анализе перелё-

тов КА, на промежутках времени до нескольких сотен витков (t−t0 = 2π ·160 ≈
103), достаточно вычислять правые части усреднённых уравнений движения с

точностью порядка 10−6. Этот факт позволяет упростить уравнения усреднён-

ной системы в случаях малости эксцентриситета и реактивного ускорения (а

значит, и коэффициентов тригонометрического ряда (11)). Далее рассмотрены

два случая характерных величин e и |c|, в одном из которых система (16)–(18)

имеет решение в квадратурах, а в другом – в конечном виде.

Для начала рассмотрим случай, когда e ≤ 10−2, |a| ≤ 10−3. Исходя из

принципа, описанного выше, можно отбросить слагаемые порядка O(e2) из пра-

вых частей уравнений (31)–(35) ввиду того, что их величина по порядку меньше,

чем 10−6. В результате получим уравнения

dp

dt
= p

√︃
p

µ
(2αc

0 − 2αc
1ex − 2βc

1ey),

dex
dt

=

√︃
p

µ

(︃
αc
1 +

βr
1

2
−
(︃
3αc

0

2
+

αc
2

4

)︃
ex −

(︃
αr
0 +

βc
2

4
+

ixβ
n
1 − iyα

n
1

2

)︃
ey

)︃
,

dey
dt

=

√︃
p

µ

(︃
βc
1 −

αr
1

2
+

(︃
αr
0 −

βc
2

4
+

ixβ
n
1 − iyα

n
1

2

)︃
ex −

(︃
3αc

0

2
− αc

2

4

)︃
ey

)︃
,

dix
dt

=

√︃
p

µ

1 + i
2
x + i

2
y

8
(2αn

1 − (3αn
0 + αn

2)ex − βn
2 ey) ,

diy
dt

=

√︃
p

µ

1 + i
2
x + i

2
y

8
(2βn

1 − βn
2 ex − (3αn

0 − αn
2)ey) .

Для упрощения уравнений независимую переменную t заменим на новую неза-

висимую переменную τ , определяемую уравнением

dτ

dt
=

√︃
p

µ
(36)

с начальным условием τ |t=t0 = τ0 = 0. Производная по τ обозначается как

37



dκ/dτ ≡ κ′. Таким образом, система преобразуется к виду

p′ = 2p (αc
0 − exα

c
1 − eyβ

c
1) , (37)

e′x =

(︃
−3αc

0

2
− αc

2

4

)︃
ex +

(︃
−αr

0 −
βc
2

4
− ixβ

n
1 − iyα

n
1

2

)︃
ey +

βr
1

2
+ αc

1, (38)

e′y =

(︃
αr
0 −

βc
2

4
− iyα

n
1 − ixβ

n
1

2

)︃
ex +

(︃
−3

2
αc
0 +

αc
2

4

)︃
ey + βc

1 −
αr
1

2
, (39)

i
′
x =

1 + ix
2
+ iy

2

8
(2αn

1 − (3αn
0 + αn

2)ex − eyβ
n
2 ) , (40)

i
′
y =

1 + ix
2
+ iy

2

8
(2βn

1 − (3αn
0 − αn

2)ey − exβ
n
2 ) . (41)

Во-первых, заметим, что

(ixβ
n
1 − iyα

n
1)

′ =

=
1 + i

2
x + i

2
y

8
((αn

1β
n
2 − (αn

2 − 3αn
0)β

n
1 )ex + ((3αn

0 − αn
2)α

n
1 − βn

1β
n
2 )ey) = O(e2),

из чего следует

ix(τ)β
n
1 − iy(τ)α

n
1 = ix(0)β

n
1 − iy(0)α

n
1 +O(e) = K +O(e).

Подставляя это выражение в (38)–(39) и отбрасывая слагаемые порядка O(e2),

а затем записав эти два уравнения в векторной форме, получим уравнение

e′ = Ne+ n,

где

e =

⎛⎝ex

ey

⎞⎠ , N =

⎛⎝ −3αc
0

2 − αc
2

4 −αr
0 −

βc
2

4 − K
2

αr
0 −

βc
2

4 + K
2 −3αc

0

2 + αc
2

4

⎞⎠ , n =

⎛⎝βr
1

2 + αc
1

βc
1 −

αr
1

2

⎞⎠ .
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Если detN ̸= 0, то решение этой системы имеет вид

e(τ) = exp (N(τ − τ0))e(τ0) + N−1(exp (N(τ − τ0))− I)n,

где I — единичная матрица. В случае detN = 0 решение также легко получить.

Зная выражения для ex(τ) и ey(τ), решение уравнения (37) может быть

получено в квадратурах:

p(τ) = p(τ0) exp

(︃
2

∫︂ τ

τ0

(αc
0 − αc

1ex(s)− βc
1ey(s)) ds

)︃
=

= p(τ0) exp

⎛⎜⎝2αc
0(τ − τ0)− 2

⎛⎝αc
1

βc
1

⎞⎠T ∫︂ τ

τ0

e(s)ds

⎞⎟⎠ .

Дифференциальное уравнение для τ принимает вид

dτ

dt
=

√︄
p(τ0)

µ
exp

⎛⎜⎝αc
0(τ − τ0)−

⎛⎝αc
1

βc
1

⎞⎠T ∫︂ τ

τ0

e(s)ds

⎞⎟⎠ ,

из которого можно найти зависимость t от τ , выраженную в квадратурах

t(τ) = t(τ0) +

√︃
µ

p(τ0)

∫︂ τ

τ0

exp

⎛⎜⎝−αc
0s+

⎛⎝αc
1

βc
1

⎞⎠T ∫︂ s

τ0

e(q)dq

⎞⎟⎠ ds.

Решения для (40)–(41) получим с использованием метода малого парамет-

ра. Сначала ex, ey, ix и iy представим в виде полиномиальных функций фор-

мального малого параметра ε = 10−2:

ex(τ) = εẽx(τ) + o(ε),

ey(τ) = εẽy(τ) + o(ε),

ix(τ) = a0(τ) + εa1(τ) + o(ε),

iy(τ) = b0(τ) + εb1(τ) + o(ε).
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После подстановки этих выражений в уравнения (40)–(41) и разделения членов

разного порядка по ε имеем

a′0 = αn
1

1 + a20 + b20
4

, (42)

b′0 = βn
1

1 + a20 + b20
4

, (43)

a′1 = αn
1

a0a1 + b0b1
2

+ Φa
1 + a20 + b20

8
, (44)

b′1 = βn
1

a0a1 + b0b1
2

+ Φb
1 + a20 + b20

8
, (45)

где Φa = −3ẽxα
n
0 − ẽxα

n
2 − ẽyβ

n
2 , Φb = −3ẽyα

n
0 + ẽyα

n
2 − ẽxβ

n
2 . Уравнения (42)–(43)

отделяются, и их решение выглядит как

a0(τ) =
1

ρ20 −K2
0

(︂
αn
1ρ tan

(︂
γ0 +

ρ0
4
∆τ
)︂
+ βn

1K0

)︂
,

b0(τ) =
1

ρ20 −K2
0

(︂
βn
1 ρ tan

(︂
γ0 +

ρ0
4
∆τ
)︂
− αn

1K0

)︂
,

где

K0 = βn
1 a0(τ0)− αn

1b0(τ0),

ρ0 =
√︂

(αn
1)

2 + (βn
1 )

2 +K2
0 ,

γ0 = arctg

(︃
αn
1a0(τ0) + βn

1 b0(τ0)

ρ0

)︃
.

Затем введем новую функцию K1(τ) = βn
1 a1(τ)−αn

1b1(τ). Ее производная равна

K ′
1 =

1 + a20 + b20
8

(βn
1Φa − αn

1Φb) =
1

cos2
(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁ ρ20 (βn
1Φa − αn

1Φb)

8 (ρ20 −K2
0)

.

Решение этого уравнения есть

K1(τ) = K1(τ0) +
ρ20

8 (ρ20 −K2
0)

∫︂ τ

τ0

βn
1Φa(τ)− αn

1Φb(τ)

cos2
(︁
γ0 +

ρ0
4 (τ − τ0))

)︁dτ.
Теперь мы можем разделить уравнения (44)–(45) и решать их независимо. Урав-
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нение для a1(τ) имеет вид

a′1 =
ρ0
2
tan
(︂
γ0 +

ρ0
4
∆τ
)︂
a1+

+
Φaρ

2
0 + 4 cos2

(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁ (︁
αn
1K0 − βn

1 ρ0 tan
(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁)︁
K1

8 (ρ20 −K2
0) cos

2
(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁ .

Поскольку это неоднородное линейное обыкновенное дифференциальное урав-

нение, его решение может быть получено методом вариации постоянной. Сна-

чала решим однородное уравнение

ã′1 =
ρ0
2
tan
(︂
γ0 +

ρ0
4
∆τ
)︂
ã1.

Его общее решение имеет вид

ã1(τ) =
Ca cos

2 γ0

cos2
(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁ .
Теперь предположим, что Ca является функцией τ . Следовательно, имеем

C ′
a =

Φaρ
2
0 + 4 cos2

(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁ (︁
αn
1K0 − βn

1 ρ0 tan
(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁)︁
K1(τ)

8 (ρ20 −K2
0) cos

2 γ0
.

Полагая Ca(τ0) = a1(τ0), получим решение в виде

Ca(τ) = a1(τ0)+

+

∫︂ τ

τ0

Φa(τ)ρ
2
0 + 4 cos2

(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁ (︁
αn
1K0 − βn

1 ρ0 tan
(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁)︁
K1(τ)

8 (ρ20 −K2
0) cos

2 γ0
dτ.

Таким образом, частное решение для a1(τ) есть

a1(τ) =
Ca(τ) cos

2 γ0

cos2
(︁
γ0 +

ρ0
4 ∆τ

)︁ .
Решение для b1(τ) имеет вид

b1(τ) =
βn
1 a1(τ)−K1(τ)

αn
1

.
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Итак, в случае, когда из уравнений (31)–(35) отбрасываются слагаемые

порядка O(e2), полученная система решается в квадратурах. Если же из усред-

нённой системы отбросить и слагаемые порядка O(e) (что соответствует слу-

чаям e ≤ 10−3, |a| ≤ 10−4), а также перейти к независимой переменной τ ,

уравнения упрощаются до

p′ = 2p αc
0, (46)

e′x =
βr
1

2
+ αc

1, (47)

e′y = βc
1 −

αr
1

2
, (48)

i
′
x =

1 + ix
2
+ iy

2

4
αn
1 , (49)

i
′
y =

1 + ix
2
+ iy

2

4
βn
1 , (50)

Заметим, что уравнения (46)–(48) отделяются от системы и могут быть решены

в явном виде:

p(τ) = p(τ0) exp (2α
c
0(τ − τ0)), (51)

ex(τ) = ex(τ0) +

(︃
βr
1

2
+ αc

1

)︃
(τ − τ0),

ey(τ) = ey(τ0) +

(︃
βc
1 −

αr
1

2

)︃
(τ − τ0).

В свою очередь, уравнения (49)–(50) аналогичны (42)–(43), и их решения имеют

вид

ix(τ) =
1

(αn
1)

2 + (βn
1 )

2

(︂
αn
1ρ tg

(︂
γ +

ρ

4
(τ − τ0)

)︂
+ βn

1K
)︂
,

iy(τ) =
1

(αn
1)

2 + (βn
1 )

2

(︂
βn
1 ρ tg

(︂
γ +

ρ

4
(τ − τ0)

)︂
− αn

1K
)︂
,
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где

K = βn
1 ix(τ0)− αn

1 iy(τ0),

ρ =
√︂

(αn
1)

2 + (βn
1 )

2 +K2,

γ = arctg

(︃
αn
1 ix(τ0) + βn

1 iy(τ0)

ρ

)︃
.

Если αn
1 = βn

1 = 0, значения ix и iy будут постоянными. И, наконец, решение

уравнения на τ получаем из (36) и (51):

τ(t) =

⎧⎨⎩τ(t0)− 1
αc
0
ln
(︂
1− αc

0

√︂
p(t0)
µ (t− t0)

)︂
, αc

0 ̸= 0;

τ(t0) +
√︂

p(t0)
µ (t− t0), αc

0 = 0.

Как видим, это приближение усреднённых уравнений движения имеет решение

в явном виде, что позволяет найти значения модифицированных равноденствен-

ных элементов орбиты без использования численного интегрирования.

Выводы по Главе 1

В первой главе разработана модель усреднённого орбитального движения

КА с малой тягой на основе уравнений Гаусса в модифицированных равно-

денственных элементах. Показано, что при малости реактивного ускорения по

сравнению с ускорением за счёт притяжения центрального тела система до-

пускает разделение на медленные и быструю переменные. Ключевой результат

состоит в обнаружении того факта, что при строго периодическом по эксцен-

трической долготе реактивном ускорении в усреднённой динамике сохраняются

только постоянная его составляющая и первые две гармоники (k = 0, 1, 2), что

сводит задачу управления к поиску 15 коэффициентов Фурье разложения ре-

активного ускорения по эксцентрической долготе.

Модель расширена на возмущения от полярного сжатия Земли и выклю-

чения ЭРДУ в тени. Для тени предложен эффективный метод нахождения мо-

ментов входа/выхода через решение полинома четвёртой степени, позволяющий
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вычислять коэффициенты Фурье без затратного интегрирования на каждом

витке. Построение различных перелётов на интервале до года показало, что от-

носительная погрешность модели усреднённого движения не превышает 1% по

всем элементам.

Для случая малых эксцентриситетов (e ≤ 0.01 и e ≤ 0.001) получены

приближённые решения системы усреднённых уравнений в квадратурах и эле-

ментарных функциях соответственно. Это делает модель вычислительно эф-

фективной для задач проектирования многовитковых перелётов с малой тягой

по важным на практике околокруговым орбитам.
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Глава 2. Методика поиска квазиоптимального

управления при межорбитальных перелётах с ма-

лой тягой

1. Задача оптимального управления

Вторая глава посвящена разработке методики построения квазиоптималь-

ных многовитковых траекторий КА с малой тягой. Рассматривая орбитальное

движение КА как управляемую динамическую систему, где управлением вы-

ступает реактивное ускорение/тяга, воспользуемся терминологией теории задач

оптимального управления. В рамках диссертации задача поиска оптимального

управления ставится следующим образом: требуется найти функцию управле-

ния uopt(t), которая

• лежит в множестве доступных управлений: uopt(t) ∈ U ,

• доставляет минимум функционалу J(u(t)): J(uopt(t)) = min
u(t)∈U

J(u(t)),

• удовлетворяет ограничениям на реализуемую траекторию: g(uopt(t)) = 0.

Рассмотрим множества доступных управлений, оптимизируемые функ-

ционалы и ограничения на траекторию, встречающиеся на практике. Множе-

ство доступных управлений определяется принципами работы ДУ, реализую-

щей управляющее воздействие на движение КА. При баллистическом анали-

зе работа ДУ аппроксимируется математическими моделями, определяющими

упрощённое поведение механизмов двигателя. В рамках диссертации рассмат-

риваются две распространённые математические модели работы ДУ. Первая
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модель – двигатель с идеально-регулируемой тягой (ИРТ). В данной модели

тяга P (t) и скорость истечения рабочего тела vex(t) ДУ не ограничены свер-

ху; однако на них накладывается ограничение в виде максимального значения

механической мощности:

N(t) =
vex(t)P (t)

2
≤ Nmax ∀ t.

Вторая модель – двигатель с ограниченной тягой (P (t) ≤ Pmax ∀ t) и фикси-

рованной скоростью истечения (vex = const). Эта модель более приближена к

реальной работе ДУ.

В свою очередь, выбор оптимизируемого функционала определяется це-

лями баллистического анализа. Траектория КА может исследоваться с точки

зрения затраченного времени (JT = T , где T – время перелёта), массы затрачен-

ного рабочего тела (Jm = m(0)−m(T ), т.е. функционал равен разнице между

массой КА в начале и в конце траектории), накопленной космической радиации

и др. В диссертации рассматриваются функционалы Jm и JT .

Что касается ограничений на траекторию, обычно они накладываются в

виде ограничений типа «равенство» на конец траектории КА, а их конкрет-

ный вид зависит от целей перелёта. К классическим задачам перелёта можно

отнести

• задачу встречи: g = (x(T ), F (T ))− (xt, Ft),

• задачу пролёта: g = r(T )− rt,

• задачу выхода на орбиту: g = x(T )− xt,

где x(T ), F (T ), r(T ) – значения орбитальных элементов, эксцентрической дол-

готы и радиус-вектора соответственно в конце траектории, реализованной ис-

комым управлением, а xt, Ft, rt – соответствующие целевые значения.
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2. Переход к модели усреднённой динамики

Как было показано в главе 1, при движении КА с двигателем малой тяги в

случае, когда реактивное ускорение является периодическим на витке мгновен-

ной орбиты, влияние реактивного ускорения на усреднённую динамику опре-

деляется лишь несколькими первыми гармониками разложения реактивного

ускорения в тригонометрический ряд по эксцентрической долготе F . Данное

свойство можно использовать при поиске оптимальных многовитковых траек-

торий перелётов между кеплеровыми орбитами. Для этого будем считать, что

изменение мгновенной орбиты КА описывается моделью усреднённой динами-

ки, определяемой уравнением (15), а искомое оптимальное управление пред-

ставлено функцией реактивного ускорения

aopt(F ) = αopt
0 +

2∑︂
k=1

(︁
αopt

k cos kF + βopt
k sin kF

)︁
= a(copt, F ), (52)

где c – вектор, стоящий в правой части (15). Гармоники высших порядков от-

брасываются, так как они не влияют на усреднённую динамику и при этом

осложняют управление угловым движением КА.

Что же это даёт? Теперь, когда управление параметризовано конечным

набором скалярных параметров, а именно компонентами вектора c, решать

задачу поиска оптимального управления можно, воспользовавшись методами

параметрической (прямой) оптимизации, а именно сведя исходную задачу к за-

даче нелинейного программирования: теперь требуется найти конечномерный

вектор copt ∈ R15 такой, чтобы

• реализуемое управляющее реактивное ускорение a(copt, F ) лежало в мно-

жестве доступных реактивных ускорений A, определённом заданной ма-

тематической моделью ДУ;

• заданный усреднённый функционал J(c) на векторе copt достигал мини-

мума: J(copt) = min
a(c,F )∈A

J(c);

• выполнялись заданные ограничения на реализуемую траекторию КА в
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усреднённой модели: g(copt) = 0.

В качестве ограничений на траекторию КА в диссертации берутся ограничения

g(c) = x(c, T )− xt, (53)

задачи выхода на орбиту в модели усреднённой динамики, где x(c, T ) – решение

дифференциального уравнения (15) с вектором c в правой части и начальным

условием x(0) = x0. Выбор таких ограничений обусловлен тем, что модель

усреднённой динамики не даёт информации о положении КА на мгновенной

орбите.

Приведение исходной задачи к вышеописанной формулировке зависит от

конкретных математической модели ДУ и функционала. В рамках диссертации

рассматриваются две практически важные задачи: задача оптимизации затрат

рабочего тела в модели двигателя с ИРТ и задача быстродействия в модели

двигателя ограниченной тяги.

2.1. Задача оптимизации затрат рабочего тела в модели двигателя с

идеально регулируемой тягой

Эта задача в неусреднённой постановке характеризуется функционалом

Jm = m(0)−m(T ). При решении задачи время перелёта T , орбитальные элемен-

ты начальной орбиты x0 и целевой орбиты xt считаются известными и задан-

ными. Характерным свойством этой задачи является возможность переписать

минимизируемый функционал в терминах реактивного ускорения. Из диффе-

ренциального уравнения на массу КА

dm

dt
= − P

vex

получим, что

d

dt

(︃
1

m

)︃
= −dm

dt

1

m2
=

P

m2vex
=

a2

2

2

vexP
=

a2

2N
,
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так как P = m · a. После интегрирования правой и левой части равенства

получаем
1

m(T )
− 1

m(0)
=

1

2

∫︂ T

0

a2(t)

N(t)
dt. (54)

Так как рассматриваемая задача описывается функционалом Jm = m(0) −
m(T ), в котором начальная масса КА m(0) фиксирована, его минимизация

эквивалентна минимизации величины 1/m(T ) в выражении (54), а значит, и

минимизации интеграла в его правой части. Для его минимальности значение

механической мощности, находящейся в знаменателе подынтегрального выра-

жения, очевидно, должно быть максимальным и равным Nmax. Таким образом,

минимизация затрат рабочего тела в модели двигателя с ИРТ эквивалентна

минимизации функционала

JE =
1

2

∫︂ T

0

a2(t)dt. (55)

Для перехода к модели усреднённой динамики определим усреднённый

функционал JE. Сделаем это, введя функцию времени

Jt(t) =
1

2

∫︂ t

0

a2(s)ds. (56)

Определим функцию J t так же, как были определены усреднённые орбитальные

элементы, т.е. как решение дифференциального уравнения

dJ t

dt
= lim

T→∞

1

T

∫︂ T

0

dJt
dt

dt =
1

2π

∫︂ 2π

0

dJt
dt

(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ ) dF̃ (57)

с начальным условием J t(0) = 0. Переход от предела к интегралу в (57) спра-

ведлив в силу тех же рассуждений, которыми обоснован вывод системы усред-

нённых уравнений (15) в главе 1. Таким образом, функционал JE = J t(T ),

равный значению функции J t в момент времени T , будет аппроксимировать

значение функционала (55) с той же точностью, с которой x(T ) приближают

x(T ). Из (56) производная функционала Jt по времени равна a2(t). Наконец, в
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силу нашего предположения об искомом управляющем реактивном ускорении

(52) получаем

dJ t

dt
=

1

2π

∫︂ 2π

0

|a|2(c, F̃ )(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ )

2
dF̃ = k0(c) + exkx(c) + eyky(c),

где

k0(c) =
1

4
(|c|2 + |α0|2),

kx(c) = −1

4
(2α0 ·α1 +α1 ·α2 + β1 · β2),

ky(c) = −1

4
(2α0 · β1 +α1 · β2 − β1 ·α2).

Таким образом, в задаче нелинейного программирования, к которой сво-

дится задача оптимизации затрат топлива в модели двигателя с ИРТ, миними-

зируется функционал

JE(c) =

∫︂ T

0

(k0(c) + exkx(c) + eyky(c))dt. (58)

Теперь, когда усреднённый функционал JE(c) и функция ограничений g(c)

определены выражениями (58) и (53) соответственно, задача нелинейного про-

граммирования может быть решена классическими методами. Дополнительные

ограничения на управляющее ускорение в данном случае не нужны, так как

любые значения компонент вектора c определяют функцию реактивного уско-

рения, удовлетворяющую ИРТ-модели.

Практическая значимость этой задачи обусловлена тем фактом, что её

решение даёт оценку снизу на затраты рабочего тела для более реалистичных

моделей ДУ [53], что полезно при предварительном баллистическом анализе

миссии.
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2.2. Задача быстродействия в модели двигателя с ограниченной тягой

и фиксированной скоростью истечения

Перейдём к рассмотрению второй задачи. Она характеризуется функци-

оналом JT = T , причём время перелёта T уже не является известным и за-

данным, как в предыдущей задаче, а становится искомой величиной наряду с

параметрами управления. Фиксированными остаются величины x0 и xt.

Перед сведением к задаче нелинейного программирования обратим вни-

мание на тот факт, что при рассмотрении более общего класса кусочно-

непрерывных функций управления для этой задачи известно необходимое усло-

вие оптимальности [41]: оптимальная функция реактивной тяги должна быть

равна по модулю своему максимальному допустимому значению, т.е.

|Popt(t)| = Pmax. (59)

Учтём это необходимое условие при решении задачи в усреднённой модели.

Для этого изменим наше предположение об искомом оптимальном управлении:

пусть теперь оно будет представлено функцией не реактивного ускорения, а

реактивной тяги

Popt(F ) = α̃opt
0 +

2∑︂
k=1

(︂
α̃opt

k cos kF + β̃opt
k sin kF

)︂
= P(c̃opt, F ), (60)

где вектор c̃ составлен из компонент векторов α̃0, α̃k и β̃k, как вектор c из

компонент векторов α0, αk и βk. Таким образом, выполнение условия (59) пе-

рестаёт явно зависеть от времени и зависит только от выбора c̃opt и угловой

переменной F . Для его выполнения необходимо и достаточно, чтобы

|P(c̃opt, F )| = Pmax (61)

выполнялось для любого F ∈ [0, 2π). Определим связи между компонентами

вектора c̃, гарантирующие выполнение необходимого условия оптимальности.
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Для этого возведём в квадрат обе части (61) и, подставив в левую часть опре-

деление (60), получим

G0(c̃) +
4∑︂

k=1

(Gk(c̃) cos kF +Hk(c̃) sin kF ) = P 2
max,

где

G0(c̃) = α̃2
0 +

α̃2
1 + α̃2

2 + β̃2
1 + β̃2

2

2
, (62)

G1(c̃) = 2α̃0 · α̃1 + α̃1 · α̃2 + β̃1 · β̃2, (63)

H1(c̃) = 2α̃0 · β̃1 + α̃1 · β̃2 − β̃1 · α̃2, (64)

G2(c̃) = 2α̃0 · α̃2 +
α̃2

1 − β̃2
1

2
, (65)

H2(c̃) = 2α̃0 · β̃2 + α̃1 · β̃1, (66)

G3(c̃) = α̃1 · α̃2 − β̃1 · β̃2, (67)

H3(c̃) = α̃1 · β̃2 + β̃1 · α̃2, (68)

G4(c̃) =
α̃2

2 − β̃2
2

2
, (69)

H4(c̃) = α̃2 · β̃2. (70)

Легко увидеть, что в силу линейной независимости тригонометрических

функций условие (61) будет выполняться для любого F ∈ [0, 2π) тогда и только

тогда, когда

G0(c̃) = P 2
max, (71)

Gk(c̃) = 0, k = 1, 2, 3, 4, (72)

Hk(c̃) = 0, k = 1, 2, 3, 4. (73)

Таким образом, необходимое условие оптимальности переписано в терминах

параметров управления c̃.

Покажем, как необходимые условия оптимальности (71)–(73) могут быть

удовлетворены путём замены переменных. Из (70) и (73) следует, что α̃2 и
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β̃2 должны быть ортогональны. Пусть эти два вектора определяют локальный

базис. Таким образом, первые три параметра α, β и γ будут углами Эйлера

с последовательностью 3–1–3, определяющими его ориентацию относительно

орбитальной системы координат. Далее из (69) и (72) получаем |α̃2| = |β̃2| = δ,

где δ > 0 — четвертый параметр. Таким образом, первый базисный вектор

— e1 = α̃2/δ, второй — e2 = β̃2/δ, а третий — их векторное произведение

e3 = e1 × e2.

Пусть α̃1 = p e1 + q e2 + ra e3. Тогда из (67),(68), (72) и (73) следует,

что β̃1 = −q e1 + p e2 + rb e3. Здесь p, q, ra и rb — параметры, подлежащие

определению. После учета (65), (66), (72) и (73) вектор α̃0 становится

α̃0 =
r2a − r2b
4δ

e1 −
rarb
2δ

e2 + r0 e3,

где r0 — еще один параметр, подлежащий определению. Подстановка выраже-

ний, определяющих α̃1 и β̃1, в (63) и (64) с учётом (72) и (73) даёт, соответ-

ственно,

− rarb
δ

p−
(︃
r2b − r2a
2δ

− 2δ

)︃
q + 2r0rb = 0,(︃

r2b − r2a
2δ

+ 2δ

)︃
p− rarb

δ
q + 2r0ra = 0.

Эти два уравнения образуют линейную систему относительно p и q. Ее решение

выглядит следующим образом:

p =
4r0raδ

r2a + r2b − 4δ2
, q =

4r0rbδ

r2a + r2b − 4δ2
.

Подстановка всех полученных выражений в (62) с учётом (71) даёт

P 2
max =

(︃
r2b − r2a
4δ

)︃2

+
r2ar

2
b

4δ2
+ r20 +

(︃
4r0raδ

r2a + r2b − 4δ2

)︃2

+

(︃
4r0rbδ

r2a + r2b − 4δ2

)︃2

+

+
r2a + r2b

2
+ δ2. (74)
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Для упрощения (74) введём новую пару значений ξ =
√︁
r2a + r2b ≥ 0 и φ =

arctg(rb/ra) ∈ (−π
2 ,

π
2 ). Тогда (74) можно переписать как

ξ4

16δ2
+ r20 +

16r20δ
2ξ2

(ξ2 − 4δ2)2
+

ξ2

2
+ δ2 = P 2

max,

откуда получаем

r0 = σ
ξ2 − 4δ2

ξ2 + 4δ2

√︃
P 2
max −

(ξ2 + 4δ2)2

16δ2
,

где σ = ±1 и подкоренное выражение должно быть неотрицательным. Условие

неотрицательности подкоренного выражения следующее:

(ξ2 + 4δ2)2 ≤ 16δ2P 2
max.

Таким образом, когда выбраны вектор z = (δ, ξ, φ, α, β, γ)T и параметр σ,

значения α̃0, α̃1, β̃1, α̃2 и β̃2, определяемые соотношениями

α̃0 = ξ2
cos 2φ

4δ
e1 − ξ2

sin 2φ

4δ
e2 + r0 e3,

α̃1 = p e1 + q e2 + ξ cosφ e3,

β̃1 = −q e1 + p e2 + ξ sinφ e3,

α̃2 = δe1,

β̃2 = δe2,

где

r0 = σ
ξ2 − 4δ2

ξ2 + 4δ2

√︃
P 2
max −

(ξ2 + 4δ2)2

16δ2
, (75)

p = σ
ξ cosφ

ξ2 + 4δ2

√︁
16δ2P 2

max − (ξ2 + 4δ2)2, (76)

q = σ
ξ sinφ

ξ2 + 4δ2

√︁
16δ2P 2

max − (ξ2 + 4δ2)2, (77)

удовлетворяют условиям (71)–(73), если δ и ξ удовлетворяют условию неотри-

цательности подкоренного выражения. Отметим, что параметр σ отделён от
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остальных параметров, определяющих управление, так как он может прини-

мать лишь одно из двух значений +1 или −1, в то время как вектор z опре-

делён в области U × T 4, где T 4 – четырёхмерный тор, на котором определены

компоненты φ, α, β и γ, а

U =
{︁
(δ, ξ) ∈ R2 : 0 ≤ δ ≤ Pmax, 0 ≤ ξ ≤ Pmax, 16δ

2P 2
max − (ξ2 + 4δ2)2 ≥ 0

}︁
.

(78)

Поэтому σ не может быть переменной оптимизации наряду с остальными. При

поиске оптимального управления он должен быть вынесен во внешние пара-

метры, что создаёт комбинаторную задачу. Теперь, если считать параметрами

оптимизации компоненты вектора z и зафиксировать σ = ±1, нет необходимо-

сти проверять выполнение условия оптимальности (61).

Изменение предположения об искомом управлении требует его учёта в

уравнениях модели усреднённого движения. Перепишем неусреднённую систе-

му уравнений движения (7)–(8) в терминах реактивной тяги, дополнив её урав-

нением для массы КА:

dx

dt
= A(x, F )

P(c̃(z, σ), F )

m
, (79)

dm

dt
= −|P(c̃(z, σ), F )|

vex
, (80)

dF

dt
=

√︂
(1− e2x − e2y)

3µ√︁
p3(1− ex cosF − ey sinF )

+ bT(x, F )
P(c̃(z, σ), F )

m
. (81)

Видно, что масса КА m является медленной переменной наряду с x, поэто-

му при применении метода усреднения к системе (79)–(81) система уравнений

на усреднённые переменные x,m будет иметь вид

dx

dt
= M(x)c̃(z, σ)/m,

dm

dt
= lim

T→∞

1

T

∫︂ T

0

dm

dt
dt = (82)

= − 1

2π

∫︂ 2π

0

|P(c̃(z, σ), F )|
vex

(1− ex cos F̃ − ey sin F̃ ) dF̃ = −Pmax

vex
.
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Последний переход в (82) справедлив, так как каким бы ни был вектор z (с

оглядкой на неотрицательность подкоренного выражения в (75)–(77)), необхо-

димое условие оптимальности (61) будет выполнено.

Таким образом, в задаче нелинейного программирования, к которой сво-

дится задача быстродействия в модели двигателя с ограниченной тягой и

фиксированной скоростью истечения, переменными оптимизации выступают

компоненты вектора z и время перелёта T . Минимизируемый функционал

JT (z, T ) = T не требует усреднения. Функция ограничений g(c(z), T ) опреде-

ляется соотношением (53). Также в задаче появляется ограничение типа «нера-

венство»

h(z, T ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
δ

ξ

16δ2P 2
max − (ξ2 + 4δ2)2

T

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≥ 0, (83)

которое отвечает за невырождение формул (75)–(77) и неотрицательность вре-

мени перелёта. Как и в случае с задачей оптимизации затрат рабочего тела,

далее задача нелинейного программирования решается классическими метода-

ми.

Решение этой задачи, как следует из названия, даёт нижнюю оценку для

времени перелёта. Также оно служит верхней оценкой затрат рабочего тела для

решений задачи оптимизации затрат топлива в модели двигателя с ограничен-

ной тягой при бóльших временах перелёта.

3. Обобщение усреднённой модели на почти периодическое управле-

ние

До этого момента рассматривались только строго периодические на витке

мгновенной орбиты функции реактивного ускорения или тяги. Однако в более

общем случае интересуют именно почти периодические функции управления.

Чтобы учесть слабую непериодичность управления, предлагается следующий

подход. Функции реактивного ускорения и тяги при решении вышеописанных
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задач продолжат определятся выражениями (52) и (60) соответственно. Однако

сами параметры управления (в случае реактивного ускорения это компоненты

вектора c, а в случае реактивной тяги – компоненты вектора z) перестанут

быть константами и станут функциями времени c(t) и z(t). Определяемые та-

ким образом функции реактивного ускорения/тяги уже не будут удовлетворять

условиям теории метода усреднения в строгом смысле. Однако численное моде-

лирование показывает, что если параметры управления не меняются слишком

быстро от витка к витку, полученные решения остаются близкими к траектори-

ям, полученным в результате применения того же управления в неусреднённой

модели движения.

Для того чтобы задачу оптимизации можно было свести к задаче нели-

нейного программирования, зависимость параметров управления от времени

должна быть параметризована конечным набором скалярных параметров. Это

можно сделать различными способами. В диссертации рассматриваются три

подхода к параметризации: кусочно постоянная, кусочно-линейная и полино-

миальная. Формально они определяются выражениями вида

α(t) = αj, Tj ≤ t < Tj+1, j = 0, . . . , k − 1, (84)

α(t) =
(Tj+1 − t)αj + (t− Tj)αj+1

Tj+1 − Tj
, Tj ≤ t < Tj+1, j = 0, . . . , k − 2, (85)

α(t) = α0 + α1
t

T
+ . . .+ αk−1

(︃
t

T

)︃k−1

(86)

соответственно, где α(t) обозначает компоненту вектора c в случае решения

задачи оптимизации затрат топлива или вектора z в случае решения зада-

чи быстродействия, Tj = jT/k для кусочно-постоянной параметризации (84),

Tj = jT/(k − 1) для кусочно-линейной параметризации (85). Параметр k ≥ 2

будем в дальнейшем называть порядком параметризации. Переход к почти пе-

риодическому управлению увеличивает размерность задачи: в случае, когда

управление определяется вектором c, число переменных равно 15k, а в случае

пары z, T – 6k + 1.
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В задаче быстродействия, при переходе к почти периодическому управ-

лению меняется не только количество переменных оптимизации, но и набор

ограничений, а именно (83). Так как теперь компоненты вектора z меняются

во времени, необходимо наложить такие ограничения, которые будут эквива-

лентны выполнению ограничений (83) для любого 0 ≤ t ≤ T . Для случая

кусочно-постоянной параметризации достаточно наложить ограничение (83) на

каждый вектор zj, составленный из величин αj в определении (84). В случае

кусочно-линейной параметризации такой подход также оправдан. Дело в том,

что множество определения вектора z является прямым произведением четы-

рёхмерного тора на множество (78), которое является связным и выпуклым.

Поэтому для любых двух векторов zj, zj+1, удовлетворяющих условию (83), век-

тор z = lzj+(1− l)zj+1, l ∈ [0, 1], также будет удовлетворять условию (83). В то

же время для случая полиномиальной параметризации простого и элегантного

способа записать ограничения на векторы zj найти не удалось, поэтому при

решении задачи быстродействия данный вид параметризации не рассматрива-

ется.

Что касается параметра σ, его оптимизация в случае почти периодическо-

го управления в рамках диссертации также не рассматривается. Из-за его дис-

кретной природы параметризация зависимости σ(t) набором независимых вели-

чин σj = ±1 приводит к комбинаторной задаче с 2k вариантами, что усложняет

решение. В рамках диссертации в качестве значения σopt для почти периодиче-

ского управления выбирается значение, полученное для аналогичной задачи со

строго периодическим управлением.

4. Решение модельных задач

Для того, чтобы валидировать предложенные методики, предлагается ре-

шить с их помощью ряд модельных задач и сравнить полученные траектории

с оптимальными решениями, полученными классическими методами. Одной из

самых распространённых задач построения траекторий с малой тягой является

задача вывода КА на геостационарную орбиту (ГСО). В литературе существует
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большое количество примеров решения этой задачи в различных постановках

[54, 55, 56, 57, 58].

4.1. Задача №1: перелёт с ГПО на ГСО в плоской модели с ИРТ-

двигателем

В качестве первого примера продемонстрируем, как методика справля-

ется с решением задач поиска оптимальных по топливу перелётов в модели

двигателя с ИРТ. Неусреднённую модель движения, параметры стартовой и це-

левой орбит, а также время перелёта возьмём из статьи [56]. В рассмотренной

в этой работе модели на КА влияют только центральное поле тяготения Зем-

ли как материальной точки и управляющее ускорение. Параметры стартовой

и целевой орбит соответствуют экваториальной геопереходной орбите (ГПО)

и геостационарной орбите (ГСО) соответственно и представлены в Таблице 2.

Время перелёта принято равным 60 дням.

Для получения траектории перелёта между заданными орбитами с почти

периодическим управлением решается цепочка задач с возрастающим порядком

параметризации k. На первом шаге решается задача со строго периодическим

управлением (k1 = 1). Затем её решение берётся в качестве начального при-

ближения для следующей задачи, порядок параметризации которой kj > kj−1,

и так далее по цепочке. В качестве начального приближения для задачи с k1

берётся c0 = 0. В случае кусочно-постоянной (кусочно-линейной) параметри-

зации повышение k заключается в делении всех интервалов постоянства (ли-

нейности) параметров управления на две равные части с сохранением значений

параметров управления в промежуточных точках: k = {1, 2, 4, 8} для кусочно-

постоянной и k = {1, 2, 3, 5} для кусочно-линейной параметризации. В случае

полиномиальной параметризации повышение k заключается в повышении по-

рядка полиномов (86): k = {1, 2, 3, 4}.
Начнём с анализа решения на основе строго периодического управления.

Компоненты вектора c, полученные как решение задачи нелинейного програм-

мирования, представлены в Таблице 3. Несмотря на то, что перелёт является
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плоским, для демонстрации применения методики при решении задачи опти-

мизировались все компоненты вектора c. Компоненты, определяющие нормаль-

ную составляющую реактивного ускорения, обнулились в процессе оптимизации

(их итоговые значения имеют порядок 10−9 мм/с2). Значение функционала JE,

соответствующее полученному строго периодическому управлению, составляет

0.3194 м/с2 при эталонном значении 0.299 м/с2 [56]. Таким образом, ошибка

вычисления оптимизируемого функционала составляет 6.5%.

Ошибка уменьшается при использовании почти периодического управле-

ния. Полученные значения оптимизируемого функционала падают с ростом па-

раметра k и, как показывают Рисунок 9 и Таблица 4, приближаются к функ-

ционалу эталонного решения. Итоговая ошибка определения функционала JE

составляет от 0.1% до 0.2%. При этом для кусочно-линейной и полиномиальной

параметризаций такая точность достигается уже при k = 2. То есть в рамках

рассматриваемой модельной задачи даже простые зависимости компонент век-

тора c от времени обеспечивают перелёты, близкие к эталонному. Это подтвер-

ждает и сравнение профилей реактивного ускорения, полученных в результате

применения методики, с результатами в [56] (см Рисунки 10–14).

На Рисунках 15–17 представлены графики зависимостей полученных па-

раметров управления от времени. Как можно увидеть, графики коэффициен-

тов, имеющих наибольшие по модулю значения (βr
1, βr

2, αc
0, αc

1 и αc
2) при увеличе-

нии параметра k сходятся к схожим кривым. Результат оптимизации остальных

коэффициентов более случайный, что говорит о их слабом влиянии на резуль-

тат.
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Таблица 2. Параметры стартовой и целевой орбит в задаче №1.

Орбитальный элемент Стартовая орбита Целевая орбита

Большая полуось a, км 25 521 42 164
Эксцентриситет e 0.644 0.0
Наклонение i, град. 0.0 0.0
ДВУ Ω, град. − −
Арг. перицентра ω, град. 0.0 −

Таблица 3. Коэффициенты Фурье строго периодического реактивного
ускорения, полученного в результате решения задачи №1

Коэфф. мм/с2 Коэфф. мм/с2 Коэфф. мм/с2

αr
0 0.0000 αc

0 0.2043 αn
0 0.0000

αr
1 0.0005 αc

1 −0.3278 αn
1 0.0000

βr
1 −0.1172 βc

1 −0.0001 βn
1 0.0000

αr
2 0.0001 αc

2 −0.0230 αn
2 0.0000

βr
2 −0.0193 βc

2 −0.0002 βn
2 0.0000

Таблица 4. Значения функционала JE для решений задачи №1.

k JE,
м2

с3
Эталонное решение – 0.299
Период. управление 1 0.3194

Управление с кус.-постоянной параметризацией
2 0.3050
4 0.3015
8 0.3006

Управление с кус.-линейной параметризацией
2 0.3006
3 0.3004
5 0.3003

Управление с полиномиальной параметризацией
2 0.3006
3 0.3003
4 0.3003

61



Рис. 9. Значения функционала JE для решений задачи №1.

Рис. 10. Профиль реактивного ускорения на эталонном решении задачи №1
[56].

Рис. 11. Профиль реактивного ускорения на строго периодическом решении
задачи №1.
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Рис. 12. Профили реактивного ускорения на решениях задачи №1 с
кусочно-постоянной параметризацией.

Рис. 13. Профили реактивного ускорения на решениях задачи №1 с
кусочно-линейной параметризацией.

Рис. 14. Профили реактивного ускорения на решениях задачи №1 с
полиномиальной параметризацией.
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Рис. 15. График зависимости компонент вектора c от времени при
кусочно-постоянной параметризации.

Рис. 16. График зависимости компонент вектора c от времени при
кусочно-линейной параметризации.

Рис. 17. График зависимости компонент вектора c от времени при
полиномиальной параметризации.
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4.2. Задача №2: перелёт с ССПО на ГСО с двигателем ограниченной

тяги с учётом полярного сжатия Земли и выключения ДУ в тени

В качестве второго примера рассматривается оптимальный по времени пе-

релёт между сверхсинхронной переходной орбитой (ССПО) и ГСО, причём при

построении учитываются полярное сжатие Земли и выключение ДУ в области

тени. Постановка задачи и её эталонное решение взяты из статьи [55]. Момент

начала перелёта равен 03:50:00 UT 20 Марта 2020 года и является днём весен-

него равноденствия, поэтому соответствующая фаза Солнца ν0 = 0. Параметры

стартовой и целевой орбит представлены в Таблице 5. Также в этой постановке

определены начальная масса КА m0 = 1200 кг и характеристики ДУ: удельный

импульс Isp = 3300 секунд, электрическая мощность Nэ = 10.0 кВт и КПД

η = 65%. Таким образом, соответствующая тяга ДУ Pmax = 2ηNэ/(Ispg0) рав-

на 0.402 Н, а характерное реактивное ускорение aхар = Pmax/m0 = 0.33 мм/с2

вполне соответствует околоземному перелёту с малой тягой.

Как и в задаче №1, решается цепочка задач с растущим порядком па-

раметризации k. На первом шаге задача оптимизации решается в терминах

вектора c̃. Затем по полученному вектору c̃opt определяются вектор zopt и σopt.

Следующие задачи решаются в терминах z и σ. Увеличение параметра k и

формирование начальных приближений аналогичны задаче №1, за исключени-

ем того, что здесь полиномиальная параметризация не рассматривается.

Время перелёта, полученное при решении задачи быстродействия со стро-

го периодическим управлением, составило 79.88 суток при эталонном значении

75.42 суток, т.е. относительная ошибка составляет 5.9%. Компоненты полу-

ченного вектора c̃opt представлены в Таблице 6. Им соответствуют параметры

zopt = [0.0882 Н, 0.1979 Н,−178.6◦,−176.3◦, 132.6◦,−88.9◦] и σopt = −1.

Результаты решения модельной задачи с почти периодическим управле-

нием представлены в Таблице и 7 на Рисунках 18–24. Итоговая ошибка опреде-

ления оптимального времени перелёта составляет 2.0% для кусочно-постоянной

параметризации и 2.5% для кусочно-линейной параметризации, что значитель-

но больше величин ошибок, полученных в первой задаче, но весьма неплохо,
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учитывая, в насколько узком классе управлений ищется решение. Как мож-

но видеть на Рисунках 19–22 профилей реактивной тяги, полученные законы

управления значительно отличаются от эталонного, особенно в начале пере-

лёта. В то же время разница в оптимизируемых функционалах невелика, что

говорит о многоэкстремальности множества решений рассматриваемой задачи

многовиткового перелёта. Так как полученные законы управления не совпада-

ют с эталонным, итоговые траектории перелётов также будут отличаться (см.

Рисунки 23 и 24).

Наиболее заметно различие в графиках эволюции большой полуоси: при

эталонном управлении секулярная составляющая эволюции имеет явный вогну-

тый вид, в то время как для всех полученных управлений те же составляющие

выпуклые. По мнению автора, такой результат можно объяснить выходом на

локальный оптимум, который отличается от того, на которое вышел алгоритм

в [55].
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Таблица 5. Параметры стартовой и целевой орбит (пример 2).

Орбитальный элемент Стартовая орбита Целевая орбита

Большая полуось a, км 51 524.673 42 163.950
Эксцентриситет e 0.8705 0.0
Наклонение i, град. 22.5 0.0
ДВУ Ω, град. 0.0 −
Арг. перицентра ω, град. 0.0 −

Таблица 6. Коэффициенты Фурье строго периодической реактивной тяги,
полученной в результате решения задачи №2

Коэфф. Н Коэфф. Н Коэфф. Н

α̃r
0 0.0044 α̃c

0 0.0460 α̃n
0 0.1085

α̃r
1 0.0099 α̃c

1 −0.3802 α̃n
1 −0.1207

β̃r
1 −0.3459 β̃c

1 −0.0161 β̃n
1 0.0141

α̃r
2 0.0023 α̃c

2 −0.0597 α̃n
2 −0.0649

β̃r
2 −0.0881 β̃c

2 −0.0046 β̃n
2 0.0012

Таблица 7. Значения времени перелёта для решений задачи №2.

k T , сутки
Эталонное решение – 75.42
Период. управление 1 79.88

Управление с кус.-постоянной параметризацией
2 77.76
4 76.96
8 76.96

Управление с кус.-линейной параметризацией
2 77.58
3 77.51
5 77.29
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Рис. 18. Значения функционала JE для решений задачи №1.

Рис. 19. Профиль реактивной тяги на эталонном решении задачи №2 [55].

Рис. 20. Профиль реактивной тяги на строго периодическом решении задачи
№2.
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Рис. 21. Профили реактивной тяги на решениях задачи №2 с
кусочно-постоянной параметризацией.

Рис. 22. Профили реактивной тяги на решениях задачи №2 с
кусочно-линейной параметризацией.
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Рис. 23. Графики эволюции большой полуоси, эксцентриситета и наклонения
для решений задачи №2 с кусочно-постоянным управлением. График

эталонного решения взят из [55].

Рис. 24. Графики эволюции большой полуоси, эксцентриситета и наклонения
для решений задачи №2 с кусочно-линейным управлением. График эталонного

решения взят из [55].
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Выводы по Главе 2

Во второй главе разработана методика поиска квазиоптимального управ-

ления при межорбитальных перелётах с малой тягой, основанная на модели

усреднённого орбитального движения, предложенной в Главе 1. Рассмотрены

две практически важные постановки: задача оптимизации затрат рабочего те-

ла в модели двигателя с идеально регулируемой тягой и задача быстродействия

в модели двигателя с ограниченной тягой. Для каждой из них выполнено све-

дение к задаче нелинейного программирования путём параметризации управ-

ления в виде усечённого тригонометрического ряда по эксцентрической долготе

F с частотами k = 0, 1, 2.

Для задачи быстродействия в модели с ограниченной тягой ключевым

результатом является вывод необходимых условий оптимальности в терми-

нах параметров управления. Необходимое условие оптимальности (постоянство

модуля реактивной тяги) переписано в виде системы алгебраических урав-

нений на коэффициенты Фурье. Предложена аналитическая замена перемен-

ных, сводящая 15 исходных коэффициентов к 7 независимым параметрам

(δ, ξ, φ, α, β, γ, σ), что позволяет исключить ограничения-равенства из задачи

оптимизации и значительно сократить размерность пространства поиска.

Для учёта слабой непериодичности управления предложен подход, осно-

ванный на кусочно-постоянной, кусочно-линейной или полиномиальной пара-

метризации коэффициентов Фурье во времени. Показано, что множество допу-

стимых значений параметров z является выпуклым, что гарантирует выполне-

ние ограничений при кусочно-линейно параметризации.

Валидация предложенной методики выполнена на классических задачах

вывода КА на геостационарную орбиту. Сравнение полученных решений с из-

вестными из литературы оптимальными траекториями подтвердило высокую

точность и эффективность разработанного подхода. Продемонстрировано, что

уже при k = 1 (строго периодическое управление) достигается приемлемое при-

ближение, а повышение порядка параметризации позволяет уточнить решение,

приближаясь к эталонным оптимумам.
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Глава 3. Баллистический анализ миссии по иссле-

дованию магнитосферы Земли

Предложенные методики проектирования траекторий КА можно исполь-

зовать при баллистическом анализе миссий в околоземном пространстве. Как

было отмечено во второй главе, решения задачи быстродействия в модели дви-

гателя с ограниченной тягой дают верхнюю оценку на оптимальные затраты

рабочего тела и моторное время двигателя, а также нижнюю оценку на вре-

мя перелёта. Так как затраты рабочего тела и время являются критическими

характеристиками траектории перелёта КА, их оценка позволяет определить

принципиальную реализуемость миссии. В данной главе предложенные мето-

дики используются для оценки затрат рабочего тела и времени перелёта для

выведения КА на рабочую орбиту в рамках перспективной миссии по исследо-

ванию магнитосферы Земли.

1. Концепция миссии по исследованию магнитосферы Земли с помо-

щью формации МКА

Основная цель миссии – получение новых сведений о солнечно-земных

связях, а именно продолжительное наблюдение и исследование различных об-

ластей магнитосферы Земли. Информация о процессах, протекающих в маг-

нитосфере, позволит узнать больше о том, как солнечная активность (излуче-

ние, солнечный ветер, вспышки) влияет на космическую погоду, климат, работу

электросетей и здоровье людей. В качестве инструмента наблюдения предлага-

ется использовать космическую формацию. Тетраэдрическая конфигурация из

четырех космических аппаратов, оснащённых магнитометрами, может изучать
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магнитосферу Земли и её электрические токи в различных областях околозем-

ного пространства. Расположение КА в вершинах тетраэдра является принци-

пиальным, так как такая конфигурация позволит измерять магнитные электри-

ческие токи в разных направлениях, что даёт возможность рассчитать полный

вектор магнитного поля.

К наиболее интересующим учёных регионам магнитосферы относятся об-

ласти вблизи линии Земля-Солнце, в особенности хвост магнитосферы (око-

ло 120 000 км в направлении от Солнца) [59, 60], а также приполярные кас-

пы – области на высоте около 25 000 км над магнитными полюсами Земли

[61, 62, 63, 64]. Космические аппараты запускаются на близкие орбиты с одина-

ковым периодом, проходящие через заданные области околоземного простран-

ства, а затем несколько раз за виток встают в тетраэдрическую конфигурацию

для проведения совместных измерений.

Подобные миссии по изучению магнитосферы Земли с использованием

формаций уже проводились на основе больших космических аппаратов [65].

Реализация аналогичной миссии на основе МКА типа CubeSat обсуждалась в

[66]. В связи с развитием идей миниатюризации и универсальности в области

космической техники обсуждение и проектирование научных миссий на основе

группировок МКА являются глобальной тенденцией. Для вышеописанной мис-

сии была разработана концепция платформы МКА [67] (Рисунок 25). Её ком-

поновка с массовыми характеристиками представлена в Таблице 8. МКА пред-

Таблица 8. Варианты компоновки КА для исследования хвоста магнитосферы
Земли

Элемент микроспутника масса, кг
Каркас 14.30
Гиродин 1.30
Электроника 3.10
Магнитометр со штангой 0.70
ДУ на базе СПД-50М 6.60
Баллон МКБ на 4 литра 2.00 × 2 = 4.00
Ксенон 16.00
Итого 46.00
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Рис. 25. Структурный облик платформы для исследования магнитосферы
Земли [67].

лагается оснастить электрореактивным двигателем СПД-50М производства АО

«ОКБ «Факел»[2] с максимальной тягой Pmax = 18 мН, скоростью истечения

рабочего тела vex = 11 772 м/с и временем безотказной работы 200 суток. Дви-

гательную установку планируется использовать как для поддержания рабочих

орбит МКА, так и для его довыведения с промежуточной орбиты, на которую

МКА будут доставлены ракетой-носителем либо разгонным блоком. Самостоя-

тельное довыведение МКА на рабочую орбиту является эффективной альтер-

нативой использованию для этих целей мощностей разгонного блока, так как

открывает возможности попутного запуска группировки вместе с более круп-

ными аппаратами.

В диссертации предлагается провести баллистический анализ этой мис-

сии, а именно этапа довыведения МКА на рабочую орбиту с орбиты, на которую

они будут доставлены ракетой-носителем или разгонным блоком. Так как тра-

ектории каждого из четырёх аппаратов на этапе довыведения не зависят друг

от друга, рассматривается динамика одиночного аппарата. Задача построения и

поддержания тетраэдрической структуры из четырёх аппаратов в диссертации

не рассматривается.
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2. Выбор стартовой и целевой орбит вывода МКА

Определим, между какими околоземными орбитами будут анализировать-

ся перелёты. В качестве стартовой орбиты в работе рассматривается геопереход-

ная орбита со следующими параметрами: a0 = 25 000 км, e0 = 0.75, i0 = 51.7◦,

ω0 = 0◦. Она является распространённой промежуточной орбитой вывода для

миссий в отдалённые области околоземного пространства и дальний космос.

Многие разгонные блоки способны вывести четыре спутника общей массой до

400 кг в качестве целевой или попутной нагрузки [68]. Долгота восходящего уз-

ла Ω0 определяется временем запуска и обычно может быть выбрана так, чтобы

снизить затраты рабочего тела и/или время перелёта на целевую орбиту.

Выбор целевой орбиты тесно связан с научной миссией, основной целью

которой является проведение групповых измерений в областях хвоста магни-

тосферы и полярных каспов. Область хвоста магнитосферы расположена в

окрестности линии Солнце–Земля на расстоянии 120 000 км от центра Земли,

поэтому апоцентр орбиты должен располагаться там. Другое ограничение воз-

никает из-за необходимости пересечения полярных каспов, расположенных над

полюсами Земли на высоте 25 000 км. Для выполнения этих условий целевая ор-

бита принимается полярной с радиусом перицентра rπ = 20 000 км, чтобы груп-

пировка пролетала через полярные каспы, и радиусом апоцентра rα = 120 000

км, чтобы в дальней точке орбиты МКА проходили через хвост магнитосфе-

ры. Таким образом, для целевой орбиты большая полуось, эксцентриситет и

наклонение определены как a1 = 70 000 км, e1 = 0.71 и i1 = 90◦. Поскольку

элементы околоземной орбиты определяются в геоцентрической инерциальной

системе координат GCRS, а большая полуось целевой орбиты должна лежать

на линии Солнце–Земля, долгота восходящего узла Ω1 и аргумент перицентра

ω1 зависят от положения Солнца.

Считая траекторию движения Солнца относительно Земли круговой ор-

битой, определим её элементы как aС = 1 а.е. = 149.6 миллионов км, eС = 0,

iС = 23.44◦, ΩС = 0◦, fС = (d − d0)/365.256 × 360◦, где d – юлианская дата

прибытия аппарата на целевую орбиту, d0 — юлианская дата весеннего рав-
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ноденствия, ближайшего к d. Множество околоземных орбит, чьи апоцентры

лежат на линии Земля–Солнце за Землёй, может быть параметризовано углом

φ ∈ [0, 2π) между плоскостью эклиптики и плоскостью целевой орбиты (Рису-

нок 26). Исходя из построения, ω1, φ и Ω1 могут быть вычислены из значений

Рис. 26. Положение целевой орбиты в пространстве.

iС,ΩС, ωС, fС и i1 по теоремам синусов и косинусов для сферического треуголь-

ника:

ω1(fС) = arcsin(sin iС sin fС),
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Таким образом, значения орбитальных элементов целевой орбиты однозначно

определяются значением fС или, что аналогично, датой прибытия аппарата на

целевую орбиту.

3. Постановка задачи баллистического анализа

Перейдём к постановке задачи, которая будет решена в рамках баллисти-

ческого анализа рассматриваемой миссии. Для оценки реализуемости миссии
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предлагается строить траектории перелёта единичного МКА между стартовой

и целевой орбитами, полученные как решения задачи быстродействия в моде-

ли двигателя с ограниченной тягой. Такой выбор связан с тем, что траектории

перелёта пересекают радиационные пояса магнитосферы. Малая масса КА не

позволяет обеспечить высокую радиационную защиту электронных компонен-

тов. Чтобы снизить вероятность потери миссии из-за выхода из строя, необхо-

димо минимизировать время, которое МКА проводит в радиационных поясах,

и, следовательно, минимизировать время перелёта. Траектории будут строить-

ся в модели усреднённой динамики, учитывающей полярное сжатие Земли и

выключение ДУ МКА в тени Земли.

Важной особенностью задачи является то, что параметры Ω0,Ω1 и ω1,

определяющие стартовую и целевую орбиты, не фиксированы. Долгота восхо-

дящего узла Ω1 и аргумент перицентра ω1 целевой орбиты определяются поло-

жением Солнца в момент окончания перелёта fС. Для полноты исследования

этот параметр варьируется в диапазоне [0, 2π) с шагом в 10 градусов.

Что касается Ω0, предлагается следующий подход к её определению. Об-

ратим внимание на то, что при свободе выбора Ω0 наиболее быстрым будет тот

перелёт, при котором ресурс двигателя в наименьшей степени тратится на из-

менение ДВУ, и она меняется за счёт полярного сжатия Земли. Поэтому для

каждого fС выберем Ω0 таким, чтобы Ω1(fС) было близко к Ω0 + ∆Ω, где ∆Ω

есть изменение ДВУ за счёт влияния полярного сжатия Земли.

Величину ∆Ω оценим следующим образом. Для начала решим вспомога-

тельную задачу быстродействия с Ω0 = Ω1(fС) в модели без полярного сжатия

и тени. На основе полученных управления ũopt и времени перелёта T̃opt, но уже

в модели с полярным сжатием, построим новую траекторию, начинающуюся на

орбите с a = a0, e = e0, i = i0, ω = ω0,Ω = Ω1(fС), и вычислим ∆Ω. После этого

зафиксируем Ω0 = Ω1(fС)−∆Ω.

Теперь, когда все параметры стартовой и целевой орбит определены, мож-

но поставить задачу быстродействия в модели с полярным сжатием и тенью и

решить её; при этом управление ũopt и продолжительность перелёта T̃opt, по-
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лученные в упрощённой модели, могут быть использованы в качестве началь-

ного приближения. При поиске решений вспомогательной задачи рассматри-

вается только строго периодическое управление. В исходных задачах быстро-

действия рассматриваются также почти периодические функции управления

с кусочно-линейной параметризацией, причём, аналогично модельным зада-

чам в главе 2, решается цепочка задач с растущим порядком параметризации

k = 1, 2, 3, 5, 9, ..., что соответствует разбиению каждого из участков линейно-

сти на два равных участка. Повышение порядка параметризации продолжается

до тех пор, пока улучшение времени перелёта по сравнению с предыдущим ре-

шением больше 0.1%. Схема, иллюстрирующая алгоритм решения задачи для

заданного fС, представлена на Рисунке 27.

4. Результаты

Результаты баллистического анализа представлены на Рисунках 28–34.

Следуя логике алгоритма, для начала исследуем результаты решения вспомо-

гательных задач. Зависимость ДВУ и аргумента перицентра целевой орбиты от

величины fС проиллюстрирована Рисунком 28. Соответствующие этим значе-

ниям времена перелёта, полученные из решений вспомогательных задач быст-

родействия, представлены на Рисунке 29. Как можно видеть, максимальные

времена перелёта соответствуют максимумам модуля ω1. Такой результат есте-

ственен, так как в этих случаях МКА необходимо максимально изменить на-

правление на перицентр при прочих равных условиях. Значения ДВУ целевой

орбиты в данном случае не влияют на время перелёта, так как вспомогательная

задача решается в постановке Ω0 = Ω1, что задаёт своеобразную симметрию.

Полученные по построению в модели с полярным сжатием величины ∆Ω

представлены на Рисунке 30 сверху. Снизу на рисунке представлен график ве-

личины ∆ω, равной разнице между финальным и целевым значениями аргу-

мента перицентра. Как можно видеть, изменение ДВУ и аргумента перицентра

за счёт влияния полярного сжатия Земли при рассматриваемом перелёте неве-

лики, однако не равны нулю.
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Рис. 27. Алгоритм баллистического анализа для заданного fС.

Полученные законы управления и времена перелёта используются в ка-

честве начальных приближений при решении основных задач быстродействия,

решения которых представлены на Рисунках 31–34. Рисунок 31 отражает зави-

симость оптимальных времён перелёта от fС для различных значений порядка

параметризации k. Затраты рабочего тела представлены на Рисунке 32. Полу-
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ченные времена перелётов (от 54 до 76 суток) и затраты рабочего тела (от 7.13

до 10.04 кг) удовлетворяют ограничениям платформы, а именно ресурсу работы

ДУ и запасу рабочего тела. Таким образом, реализуемость миссии с точки зре-

ния баллистического анализа выведения единичного МКА на рабочую орбиту

подтверждена.

При планировании миссии одним из важных параметров является дата

старта. Поэтому ниже приведены графики зависимостей полученных времён

перелёта и затрат рабочего тела от направления на Солнце в начальный момент

времени (Рисунки 33 и 34).

5. Анализ законов управления

Продолжим анализ полученных решений задач быстродействия. Обратим

внимание, что правый пик времени перелёта расположен выше, чем левый. Это

связано с тем, что при 0 < fC < π изменение аргумента перицентра за счёт по-

лярного сжатия Земли имеет тот же знак, что и целевой аргумент перицентра.

Иными словами, полярное сжатие Земли «помогает» управлению выстроить

нужное направление на перицентр. Напротив, при π < fC < 2π управлению

необходимо парировать изменение аргумента перицентра под влиянием поляр-

ного сжатия Земли, что приводит к большему времени перелёта.

Как показывает Рисунок 31, повышение порядка параметризации приво-

дит в выравниванию правого и левого пиков времени перелёта. Чтобы разо-

браться, почему так происходит, исследуем два набора решений, соответству-

ющих значениям fC = 80◦ и fC = 270◦. На Рисунке 35 представлены графики

эволюции кеплеровых элементов во время перелёта в обоих случаях. Как можно

заметить, когда параметры управления z могут меняться во времени, алгоритм

управления «выбирает» не менять аргумент перицентра в начале перелёта. Вме-

сто этого ресурс ДУ направляется на изменение большой полуоси и эксцентри-

ситета, что увеличивает минимальное расстояние до Земли. На высоких орбитах

эффективность воздействия реактивного ускорения на орбитальные параметры

возрастает, так как увеличивается отношение величины реактивного ускорения
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Рис. 28. Зависимость ДВУ Ω1 и аргументра перицентра ω1 от fС.

Рис. 29. Решения вспомогательных задач быстродействия в зависимости от fС.

Рис. 30. Величины ∆Ω и ∆ω в зависимости от fС.
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Рис. 31. Оптимальное время перелёта в зависимости от fC.

Рис. 32. Оптимальные затраты рабочего тела в зависимости от fC.
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Рис. 33. Оптимальное время перелёта в зависимости от направления на
Солнце в начальный момент времени f0.

Рис. 34. Оптимальные затраты рабочего тела в зависимости от направления
на Солнце в начальный момент времени f0.
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к g0. К тому же на более высоких орбитах значительно уменьшается величи-

на возмущающего ускорения от полярного сжатия Земли, поэтому КА «легче»

парировать дрифт аргумента перицентра.

Вышесказанное подтверждают графики компонент реактивной тяги,

представленные на Рисунках 36 и 37. По сравнению с k = 1, при управле-

нии с более сложной структурой трансверсальная компонента тяги Pc в начале

перелёта меньше осциллирует и обладает большей секулярной составляющей. В

терминах коэффициентов Фурье это означает, что у управлений при k = 2, 3, 5

на начальном этапе перелёта коэффициент αc
0 больше, чем при k = 1. Именно

этот коэффициент, исходя из уравнений модели усреднённого движения (16)–

(18), в большей степени отвечает за изменение параметра p, а значит, и большой

полуоси a.

Также на Рисунке 35 представлены графики траекторий, построенных в

модели неусреднённого движения под действием полученных управлений. Вид-

но, что траектории в модели усреднённого движения с высокой точностью опи-

сывают среднее движение в модели неусреднённой динамики.

Выводы по Главе 3

В третьей главе проведён баллистический анализ перспективной миссии

по исследованию магнитосферы Земли. На основе предложенной во второй

главе методики решения задач быстродействия построены траектории довы-

ведения единичного КА с геопереходной орбиты (a0 = 25 000 км, e0 = 0.75,

i0 = 51.7◦) на целевую высокоэллиптическую полярную орбиту (a1 = 70 000 км,

e1 = 0.71, i1 = 90◦), проходящую через области хвоста магнитосферы и при-

полярных каспов. Определены зависимости оптимального времени перелёта и

затрат рабочего тела от направления на Солнце в момент старта. Полученные

результаты показывают, что оптимальное время перелёта не превышает 76 су-

ток, а затраты рабочего тела составляют не более 10 кг. Эти значения находятся

в пределах возможностей рассматриваемой платформы с запасом топлива 16 кг

и ресурсом работы ДУ 208 суток, что делает построенные в главе траектории
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Рис. 35. Эволюции кеплеровых элементов и массы КА для решений задач
быстродействия при fC = 80◦ и fC = 270◦.
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Рис. 36. Компоненты вектора реактивной тяги при fC = 80◦.

Рис. 37. Компоненты вектора реактивной тяги при fC = 270◦.
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технически осуществимыми и говорит о принципиальной реализуемости миссии

с точки зрения баллистического анализа.

Более глубокий анализ полученных законов управления выявил, что при

неблагоприятной ориентации целевой орбиты (fC > 180◦) возмущение от поляр-

ного сжатия Земли противодействует требуемому изменению аргумента пери-

центра, что увеличивает время перелёта в случае строго периодического управ-

ления. Управления более сложного вида позволяют эффективнее перераспре-

делять ресурс двигателя: они уменьшают осцилляции трансверсальной компо-

ненты тяги в начале перелёта и увеличивают секулярную составляющую, что

ускоряет рост большой полуоси. Верификация полученных законов управле-

ния в модели неусреднённого движения подтвердила результаты, полученные с

помощью предлагаемой методики.
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Заключение

В настоящей диссертационной работе предложена методика проектирова-

ния многовитковых траекторий КА с двигателем малой тяги на основе методов

усреднения и параметризации рядами Фурье. Разработана модель усреднённой

орбитальной динамики КА под действием почти периодического реактивного

ускорения. Исследование показало высокую точность аппроксимации вековых

изменений орбиты КА с помощью предложенной модели. Для случаев малых

эксцентриситетов получены явные аналитические решения в квадратурах и эле-

ментарных функциях для усреднённой возмущённой задачи двух тел. Исполь-

зование предложенной модели усреднённого движения КА вместе с парамет-

ризацией реактивного ускорения (тяги) рядами Фурье позволило свести задачу

поиска оптимальных по топливу (времени) межорбитальных перелётов КА с

малой тягой к задаче нелинейного программирования небольшой размерности.

С помощью разработанных подходов проведён баллистический анализ перспек-

тивной миссии по исследованию магнитосферы на базе МКА. Результаты бал-

листического анализа подтвердили принципиальную возможность довыведения

МКА на рабочие орбиты с ГПО силами собственной ЭРДУ.

Разработанную методику можно применять в предварительном баллисти-

ческом анализе миссий МКА с двигателями малой тяги для быстрой оценки

времени перелёта и затрат рабочего тела, а также для построения траекторий,

близких к оптимальным. Уравнения системы усреднённого орбитального дви-

жения позволяют исследовать влияние периодических возмущающих ускорений

на эволюцию орбиты КА.

В дальнейшем планируется развитие темы исследования в нескольких на-

правлениях. Во-первых, необходимо расширить класс задач оптимизации, ре-
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шаемых с помощью разработанной методики. Наиболее распространённой за-

дачей в баллистическом анализе перелётов с малой тягой является задача опти-

мизации по топливу в модели двигателя с ограниченной тягой. Она характери-

зуется наличием пассивных участков, на которых аппарат движется с выклю-

ченным двигателем. Параметризация реактивной тяги рядами Фурье может

дать информацию об оптимальных положениях пассивных участков на витке

орбиты. Во-вторых, необходимо провести всесторонний анализ полученной си-

стемы уравнений усреднённого орбитального движения КА. Факт конечномер-

ной параметризации управляющего воздействия при переходе к усреднённой

системе может позволить эффективно строить управление с обратной связью,

обеспечивающее необходимое среднее движение. В-третьих, помимо естествен-

ных возмущений, рассмотренных в диссертации, в модели усреднённого движе-

ния необходимо учесть такие возмущения, как высшие гармоники разложения

гравитационного потенциала Земли, притяжение третьих массивных тел и со-

противление атмосферы на низких околоземных орбитах.
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Приложение 1: Вывод коэффициентов Фурье воз-

мущающего ускорения за счёт полярного сжатия

Земли

Для вывода коэффициентов αJ2,0, αJ2,1, βJ2,1, αJ2,2 и βJ2,2 разложения

вектора aJ2 (x, F ) в ряд Фурье представим его в виде

aJ2 (x, F ) = −ε
k (x, F )

(1− ex cosF − ey sinF )6
,

где e =
√︂

e2x + e2y, φ = 1 + i2x + i2y, ε = 3µJ2R
2
(︁
1− e2

)︁4
/p4/φ2 и

k (x, F ) = k0 (x) + ks1 (x) sinF + kc1 (x) cosF + ks2 (x) sin 2F + kc2 (x) cos 2F,

k0 (x) =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
(e2+2)φ2

4 − 3
(︁
i2x + i2y

)︁
− 6 (ex iy − ey ix)

2 − 3 b (ex ix + ey iy)
2 (︁be2 − 2

)︁
2 (ixey − iyex) (exix + eyiy)

(︁
2 + 2b− b2e2

)︁
3 (ex iy − ey ix)

(︁
1− i2x − i2y

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠ ,

ks1 (x) =

= −

⎛⎜⎜⎝
ey φ

2 + 12ix (exiy − eyix) + 12 b ex (ixey − iyex) (exix + eyiy)

4
(︁
bex
(︁(︁
e2x − e2y

)︁ (︁
i2y − i2x

)︁
− 4 ex ey ix iy

)︁
+ ex

(︁
i2x − i2y

)︁
+ 2 ey ix iy

)︁
−2
(︁
i2x + i2y − 1

)︁ (︁
ex ey iy − e2y ix − ix + b e2x ix + b ex ey iy

)︁
⎞⎟⎟⎠ ,
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kc1 (x) =

= −

⎛⎜⎜⎝
exφ

2 + 12iy (eyix − exiy )− 12bey (exix + ey iy) (ixey − iyex)

4
(︁
bey

(︁(︁
e2x − e2y

)︁ (︁
i2x − i2y

)︁
+ 4 exey ix iy

)︁
+ ey

(︁
i2x − i2y

)︁
− 2 ex ix iy

)︁
2
(︁
i2x + i2y − 1

)︁ (︁
ex ey ix − e2x iy − iy + b e2y iy + b ex ey ix

)︁
⎞⎟⎟⎠ ,

ks2 (x) =

=

⎛⎜⎜⎝
exeyφ

2

2 + 6ixiy − 6b (exix + eyiy) (iyex + ixey − bexey (ixex + iyey) )

−2
(︁(︁
iy2 − ix2

)︁ (︁
1− be2

)︁
+ 2 b2exey (exix + eyiy) (exiy − eyix)

)︁
−
(︁
1− i2x − i2y

)︁ (︁
−b ix e

3
x − b iy e

2
x ey + b ix ex e

2
y + b iy e

3
y + ix ex − iy ey

)︁
⎞⎟⎟⎠ ,

kc2 (x) =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
e2x−e2y

4 φ2 + 3
(︁
i2x − i2y

)︁
− 3b

(︂
b(ixex + iyey)

2 (︁ e2y − e2x
)︁
+ 2

(︁
i2xe

2
x − i2ye

2
y

)︁)︂
−2b2

(︂
ix iy

(︁
e2x − e2y

)︁2
+ exey

(︁
i2y − i2x

)︁ (︁
e2x − e2y

)︁)︂
+ 2 ix iy

(︁
1− b e2

)︁(︁
1− ix2 − iy2

)︁ (︁
−2 b ix e

2
x ey − 2 b iy ex e

2
y + iy ex + ix ey

)︁
⎞⎟⎟⎟⎠

в силу определения (21) вектора aJ2 (x, F ). Так как вектор k (x, F ) содержит в

себе конечное число частот по F, формулы коэффициентов ряда Фурье будут

иметь конечный вид. Для их записи достаточно определить величины

I0 =

2π∫︂
0

dF

(1− ex cosF − ey sinF )6
= π

15e4x + 30e2xe
2
y + 15e4y + 40e2 + 8

4(1− e2)11/2
,

Is1 =

2π∫︂
0

sinFdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
= πey

3
(︁
e4x + 2e2xe

2
y + e4y + 12e2 + 8

)︁
4(1− e2)11/2

,

Ic1 =

2π∫︂
0

cosFdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
= πex

3
(︁
e4x + 2e2xe

2
y + e4y + 12e2 + 8

)︁
4(1− e2)11/2

,
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Is2 =

2π∫︂
0

sin 2FdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
= π ex ey

21
(︁
e2 + 2

)︁
2 (1− e2)11/2

,

Ic2 =

2π∫︂
0

cos 2FdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
=

21 π
(︁
1− e2

)︁ (︁
e2 + 2

)︁
4 (1− e2)11/2

,

Ic1,c1 =

2π∫︂
0

cos2FdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
= π

4 + 3
(︁
6e4x + 5e2x e

2
y − e4y

)︁
+ 42e2x − e2

4 (1− e2)11/2
,

Is1,c1 = Ic1,s1 =

2π∫︂
0

sinF cosFdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
= π ex ey

21
(︁
e2 + 2

)︁
4 (1− e2)11/2

,

Is1,c2 = Ic2,s1 =

2π∫︂
0

sinF cos 2FdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
=

= π ey
2
(︁
e4 + 5e2 − 6

)︁
+ 7

(︁
e2 + 8

)︁ (︁
e2x − e2y

)︁
4 (1− e2)11/2

,

Is1,s2 = Is2,s1 =

2π∫︂
0

sin 2F sinFdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
=

= πex
−e4x + 5 e2x e

2
y − 5 e2x + 6 e4y + 51 e2y + 6

2 (1− e2)11/2
,

Is2,c1 = Ic1,s2 =

2π∫︂
0

sin 2F cosFdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
=

= πey
6 e4x + 5 e2x e

2
y + 51e2x − e4y − 5e2y + 6

2 (1− e2)11/2
,
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Ic1,c2 = Ic2,c1 =

2π∫︂
0

cosF cos 2FdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
=

= π ex
5 e4x − 4 e2x e

2
y + 46 e2x − 9 e4y − 66 e2y + 12

4 (1− e2)11/2
,

Is2,s2 =

2π∫︂
0

sin22FdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
= π

1 + 5 e2 − 6 e4x + 51 e2x e
2
y − 6 e4y

(1− e2)11/2
,

Is2,c2 = Ic2,s2 =

2π∫︂
0

sin 2F cos 2FdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
= π ex ey

63
(︁
e2x − e2y

)︁
2 (1− e2)11/2

,

Ic2,c2 =

2π∫︂
0

cos22FdF

(1− ex cosF − ey sinF )6
= π

39 e4x − 174 e2x e
2
y + 20 e2 + 39 e4y + 4

4 (1− e2)11/2
,

а затем найти коэффициенты αJ2,0, αJ2,1, βJ2,1, αJ2,2 и βJ2,2 как

αJ2,0 = −ε
I0k0 + Is1ks1 + Ic1kc1 + Is2ks2 + Ic2kc2

2π
,

αJ2,k = −ε
Ickk0 + Is1,ckks1 + Ic1,ckkc1 + Is2,ckks2 + Ic2,ckkc2

π
,

βJ2,k = −ε
Iskk0 + Is1,skks1 + Ic1,skkc1 + Is2,skks2 + Ic2,skkc2

π
.
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